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О ПОЛУНЕПРЕРЫВНОСТИ ДИЛАТАЦИЙ ГОМЕОМОРФИЗМОВ
КОНЕЧНОГО ИСКАЖЕНИЯ ДЛИНЫ

Работа посвящена исследованиям отображений с конечным искажением в Rn, n ≥ 2, которые ин-
тенсивно изучаются в последнее десятилетие в работах многих специалистов по теории отображений,
среди которых можно назвать К.Астала, Э.Вилламора, Ф.Геринга, Т.Иванца, П.Коскела, Дж.Манфре-
ди, Г.Мартина, О.Мартио, У.Сребро, Э.Якубова и многих других. Основными результатами являются
теорема о поточечной полунепрерывности специальных внутренних дилатаций, а также теорема о по-
лунепрерывности указанных дилатаций в среднем для некоторого подкласса отображений с конечным
искажением длины.

1. Введение. В последнее десятилетие в работах многих ведущих специалистов по
теории отображений интенсивно изучаются разные классы отображений с конечным
искажением, см., нaпp., [1]–[4], [6]–[26], [28]–[30], [33]–[34], [36]–[38], [42], [44]–[45]. Отоб-
ражения с конечным искажением длины были введены В.И.Рязановым и исследовались
им совместно с О.Мартио, У.Сребро и Э.Якубовым, см. работу [28].

Приведём некотoрые определения и обозначения, используемые в дальнейшем. Пусть
D – область в Rn, n ≥ 2. Для отображения f : D → Rn, имеющего в D частные про-
изводные почти всюду (п.в.), пусть f ′(x) – якобиева матрица отображения f в точке
x, J(x, f) – якобиан отображения f в точке x, т.е. детерминант f ′(x). В дальнейшем

‖f ′(x)‖ = max
h∈Rn\{0}

|f ′(x)h|
|h|

– матричная норма f ′(x). Пусть, кроме того,

l (f ′(x)) = min
h∈Rn\{0}

|f ′(x)h|
|h| .

Напомним, что внешняя дилатация отображения f в точке x есть величина

KO(x, f) =
‖f ′(x)‖n

|J(x, f)| , (1)

если J(x, f) �= 0, KO(x, f) = 1, если f ′(x) = 0 , и KO(x, f) = ∞ в остальных точках.
Внутренняя дилатация отображения f в точке x есть величина

KI(x, f) =
|J(x, f)|
l (f ′(x))n , (2)

если J(x, f) �= 0, KI(x, f) = 1, если f ′(x) = 0, и KI(x, f) = ∞ в остальных точках.
Максимальная дилатация определяется как

K(x, f) = max {K0(x, f), KI(x, f)} .

Определим также специальные дилатации SI(x, f) и P0(x, f) следующим образом:

SI(x, f) = [KI(x, f)]
1

n−1 · |J(x, f)|, (3)
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P0(x, f) = [K0(x, f)]
1

n−1 . (4)

Заметим, что SI(x, f) ≤ ‖ f ′(x)‖n, что является непосредственным следствием со-
отношения KI(x, f) ≤ (K0(x, f))n−1 , см., напр., § 2 Главы 1 в [39]. Таким образом, если
f ∈ W 1,n

loc , то SI(x, f) ∈ L1
loc.

Пусть задана выпуклая возрастающая функция ψ : [1,∞] → [0,∞]. В дальнейшем
будет использоваться следующее обобщение дилатации SI

Sψ(x, f) = ψ
(
[KI(x, f)]

1
n−1

)
· |J(x, f)| . (5)

Отображение f : X → Y между пространствами с мерой (X, Σ, µ) и (X ′, Σ′, µ′)
обладает (N)–свойством, если µ′ (f (S)) = 0 как только µ (S) = 0 . Аналогично, f
имеет (N)−1–свойство, если µ (S) = 0 как только µ′ (f (S)) = 0 .

Пусть x ∈ E ⊂ Rn, ϕ : E → Rn. Положим

L (x, ϕ) = lim sup
y→x, y ∈E

|ϕ (x) − ϕ (y) |
|y − x| ,

l (x, ϕ) = lim inf
y→x, y ∈E

|ϕ (x) − ϕ (y) |
|y − x| .

Непрерывное отображение f : D → Rn, n ≥ 2, называется отображением с конеч-
ным метрическим искажением, пишут f ∈ FMD, если f обладает (N)−свойством
Лузина и для п.в. x ∈ D

0 < l (x, f) ≤ L (x, f) < ∞ .

Пусть �⊆ R - открытый интервал числовой прямой, γ : �→ Rn− локально спрямля-
емая кривая. Тогда существует единственная неубывающая функция длины lγ :�→�γ ⊆ R
с условием lγ(t0) = 0, t0 ∈�, такая что значение lγ(t) равно длине подкривой γ |[t0, t] кри-
вой γ , если t > t0 , и −l

(
γ |[t0, t]

)
, если t < t0, t ∈� . Пусть g : |γ| → Rn−непрерывное

отображение, где |γ| = γ(�) ⊆ Rn . Предположим, что кривая γ̃ = g ◦ γ также локаль-
но спрямляема. Тогда существует единственная неубывающая функция Lγ, g :�γ→�γ̃

такая, что
Lγ, g (lγ (t)) = lγ̃ (t) ∀ t ∈� .

Будем говорить, что отображение f : D → Rn обладает (L)−свойством, если
выполнены следующие условия:

(L1) для п.в. кривых γ ∈ D кривая γ̃ = f ◦ γ локально спрямляема и функция
Lγ, f обладает N−свойством;

(L2) для п.в. кривых γ̃ ∈ f (D) каждое поднятие γ кривой γ̃ локально спрямляемо
и функция Lγ, f обладает N−1−свойством.

Говорят, что некоторое свойство выполнено для почти всех кривых области D,
если оно имеет место для всех кривых, лежащих в D, кроме, быть может, некоторого
их семейства, модуль которого равен нулю.

Здесь кривая γ ∈ D называется поднятием кривой γ̃ ∈ Rn при отображении
f : D → Rn , если γ̃ = f ◦ γ .

Говорят, что отображение f : D → Rn, n ≥ 2, является отображением с конеч-
ным искажением длины, пишут f ∈ FLD, см. [28], если f ∈ FMD и обладает
(L)−свойством.
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Мы пишем f ∈ W 1,n
loc (D), если все координатные функции f = (f1, . . . , fn) обладают

обобщёнными частными производными первого порядка, которые локально интегриру-
емы в D в степени n. Отметим, что гомеоморфизмы класса Соболева W 1,n

loc в Rn, n ≥ 2,
почти всюду дифференцируемы и обладают (N)−свойством Лузина, см. [40], [41]. Кроме
того, если K0(x, f) ∈ Ln−1

loc , то f−1 ∈ W 1,n
loc , см. [6], а потому f обладает (N−1)−свойством,

которое эквивалентно условию, что J(x, f) �= 0 п.в., см. [35].
Развитию теории отображений с конечным искажением предшествовало развитие

теории отображений с ограниченным искажением, введённых Ю.Г. Решетняком, см.
[39] . Напомним, что непрерывное отображение f : D → Rn называется отображением
с ограниченным искажением, если выполнены следующие условия:

1) f ∈ W 1,n
loc ;

2) якобиан отображения J(x, f) сохраняет знак почти всюду;
3) ‖f ′ (x) ‖n ≤ K · |J (x, f) | .. x ∈ D , K ∈ [1, ∞) .
Отображения с ограниченным искажением в зарубежной литературе часто назы-

вают также квазирегулярными, см., напр., [27]. Заметим, что каждое непостоянное
квазирегулярное отображение является отображением с конечным искажением длины,
см. Теорему 4.7 в [28].

Интерес к отображениям с конечным искажением длины обусловлен также тесной
связью между этим классом и отображениями с конечным искажением. Непрерывное
отображение f : D → Rn называется отображением с конечным искажением, если
f ∈ W 1,n

loc (D) и
‖f ′ (x) ‖n ≤ K(x) · J (x, f) .. x ∈ D (6)

при некоторой конечной почти всюду функции K(x) : D → [1 ,∞] , см. [4] , [6] , [15] , [16] .
Согласно Следствию 4.16 из [28] , каждый гомеоморфизм конечного искажения с

KI ∈ L1
loc является отображением с конечным искажением длины.

Отображение f : D → Rn называется абсолютно непрерывным на линиях,
пишем f ∈ ACL, если в любом n-мерном параллелепипеде P с рёбрами параллельны-
ми осям координат и таком, что P ⊂ D , все координатные функции f = (f1, . . . , fn)
абсолютно непрерывны на почти всех прямых, параллельных осям координат. Пусть
f ∈ ACL . Будем писать f ∈ ACLn , если все частные производные ∂fj

∂xi
, i, j = 1 , n ,

функции f локально интегрируемы в степени n в D .
Известно, что W 1,n

loc = ACLn , см. Теорему 2.7.2 в [31] .
Согласно Теореме 4.6 в [28] , произвольный гомеоморфизм f ∈ ACLn с f−1 ∈ ACLn

является отображением с конечным искажением длины.
Основными результатами данной работы являются теоремы о поточечной полуне-

прерывности ”специальных” дилатаций SI , а также теоремы о полунепрерывности этих
дилатаций в среднем для некоторого класса отображений конечного искажения длины.

Стоит отметить, что для плоских ACL – гомеоморфизмов теоремы о полунепре-
рывности дилатаций доказаны Рязановым В.И., а для пространственных квазирегуляр-
ных отображений, Гутлянским В.Я., Рязановым В.И., Мартио О. и Вуориненом М. в
[5] . Затем аналогичные теоремы были доказаны автором для отображений конечного
искажения длины, см. [44] .

Для внутренних дилатаций KI , для классов отображений конечного искажения,
соответствующие теоремы были доказаны в работах [4] и [2] , где, однако, полунепре-
рывность исследовалась при других условиях. В указанной работе авторы предполагали
слабую сходимость аппроксимирующей последовательности fj в W 1,n

loc .
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Целью данной статьи является установить аналогичные теоремы для ”специальных”
дилатаций SI и их обобщений.

2. Некоторые леммы и предварительные замечания. Следующая лемма по-
лучается непосредственно из Леммы 2 в работе [44] линейной заменой независимой
переменной.

Лемма 1. Пусть fj : D → Rn, n ≥ 2, j = 1, 2, . . . – последовательность гомеомор-
физмов конечного искажения длины в D, сходящаяся локально равномерно к некоторо-
му отображению f : D → Rn. Тогда в каждой точке дифференцируемости отображения
f выполнено следующее неравенство:

P0(x0, f) ≤ lim inf
h→0

lim inf
j→∞

1

a1 · · · an · hn

∫
C(x0,ah)

P0(y, fj) dy, (7)

где C(x0, ah), a = (a1, . . . , an), обозначает n−мерный параллелепипед с центром в точке
x0 и рёбрами, имеющими длины a1h, . . . , anh, ориентированными вдоль главных век-
торов квадратичной формы (f ′(x0)z, f

′(x0)z). Здесь ai – произвольные положительные
числа.

Следствие 1. В условиях Леммы 1, для любой выпуклой возрастающей функции
ψ : [1, ∞] → [0, ∞] имеет место соотношение:

ψ (P0(x0, f)) ≤ lim inf
h→0

lim inf
j→∞

1

a1 · · · an · hn

∫
C(x0,ah)

ψ (P0(y, fj)) dy (8)

и, в частности,

K0(x0, f) ≤ lim inf
h→0

lim inf
j→∞

1

a1 · · · an · hn

∫
C(x0,ah)

K0(y, fj) dy . (9)

Лемма 2. Пусть A – измеримое множество в Rn и пусть u : A → Rn − измеримая
дифференцируемая почти всюду функция, обладающая (N)—свойством Лузина. Тогда
для всякой неотрицательной измеримой функции g : Rn → R имеет место соотношение∫

A

g(u(x))|J(x, u)| dx =

∫
Rn

g(y)N(u,A, y) dy , (10)

где N(u,A, y)− число элементов множества {x ∈ A : u(x) = y} .
Действительно, пусть S − множество тех точек множества A, где функция u диф-

ференцируема. Тогда, согласно Теореме 6.4 из [32] , будем иметь∫
A

g(u(x))|J(x, u)| dx =

∫
S

g(u(x))|J(x, u)| dx =

∫
Rn

g(y)N(u, S, y) dx. (11)

Для завершения доказательства соотношения (10) достаточно заметить, что N(u, S, y)
= N(u,A, y) для п.в. y ∈ Rn . Действительно, N(u,A, y) = N(u, S, y) + N(u,A\S, y) и
mes(A\S) = 0 по (N) − свойству. Следовательно, N(u,A\S, y) = 0 для п.в. y ∈ Rn и
получаем требуемое.
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Прежде чем переходить к основным результатам, сформулируем важное вспомога-
тельное утверждение.

Напомним, что точка x0 дифференцируемости отображения f называется регу-
лярной, если J(x0, f) �= 0 .

Лемма 3. Пусть D− область в Rn n ≥ 2, и пусть fj : D → Rn, j = 1, 2, . . . – по-
следовательность гомеоморфизмов конечного искажения длины, сходящаяся локально
равномерно в D к некоторому гомеоморфизму f. Тогда в каждой регулярной точке x0

отображения f имеет место соотношение:

SI(x0, f) ≤ lim inf
h→0

lim inf
j→0

1

hn

∫
C(x0,h)

SI(y, fj) dy, (12)

где C(x0, h) обозначает n−мерный куб с центром в точке x0 и рёбрами с длиной h,
ориентированными вдоль главных векторов квадратичной формы (f ′(x0)z, f

′(x0)z).

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что x0 = 0, f(0) = 0
и f ′(0) �= 0. В силу теоремы 2 в [45] , f−1

j → f−1 при j → ∞ локально равномерно
в f(D) . Кроме того, в силу определения (L) – свойства, а также в силу следствия
3.15 в [28] , f−1

j являются отображениями с конечным искажением длины. Следова-
тельно, для отображений f−1

j мы можем применить Лемму 1. Выберем в Лемме 1

a = (a1, . . . , an) =
(
1/λ̃1, . . . , 1/λ̃n

)
, λ̃1 ≤ . . . ≤ λ̃n, где λ̃1, · · · , λ̃n – главные числа

линейного отображения (f−1)
′
(0). В силу того, что, по условию, J(0, f) �= 0, все λ̃i

положительны и, кроме того,(
f−1

)′
(0) = (f ′(0))

−1
, 1/λ̃1 = λn, . . . , 1/λ̃n = λ1,

где λ1, . . . , λn , λ1 ≤ . . . ≤ λn – главные числа отображения f ′(0), причём

1/λ̃1 · · · 1/λ̃n = λ1 · · ·λn = J(0, f).

Применяя Лемму 1 для выбранных a1, . . . , an , получим следующее неравенство:

P0(0, f
−1) ≤ lim inf

h→0
lim inf

j→0

1

hn · |J(0, f)|
∫

C(hλ)

P0(y, f−1
j ) dy, (13)

где C(hλ) обозначает прямоугольный параллелепипед с центром в точке x0 = 0 и длина-
ми рёбер, равными hλ1, . . . , hλn, ориентированными вдоль главных осей квадратичной
формы (f ′(0)z, f ′(0)z). Далее, имеем

‖(f−1
)′

(0)‖n
= ‖(f ′(0))

−1‖n
=

1

λn
1

=
1

l(f ′(0))n ,

откуда, учитывая, что J(0, f) �= 0, получаем соотношение

P0(0, f
−1) = (KI(0, f))

1
n−1 . (14)

Преобразуем правую часть неравенства (13). Поскольку fj конечного искажения
длины, то они дифференцируемы почти всюду в D и J(x, fj) �= 0 п.в., см., напр.,
предложение 3.7 в [28] . Аналогично (14) , для п.в. x ∈ D получаем равенство

P0(fj(x), f−1
j ) = (KI(x, fj))

1
n−1 .
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Следовательно, по Лемме [2] будем иметь цепочку равенств∫
C(hλ)

P0(y, f−1
j ) dy =

∫
Rn

P0(y, f−1
j )N(fj(y), f−1

j (C(hλ)), y) dy =

=

∫
f−1

j (C(hλ))

P0(fj(t), f
−1
j ) · |J(t, fj)| dt =

∫
f−1

j (C(hλ))

(KI(t, fj))
1

n−1 · |J(t, fj)| dt .

Таким образом, соотношение (13) можно переписать в виде:

SI(0, f) ≤ lim inf
h→0

lim inf
j→0

1

hn

∫
f−1

j (C(hλ))

SI(y, fj) dy. (15)

Заметим, что для любого ε > 0 множества f−1
j (C(hλ)) содержатся в прямоуголь-

ном параллелепипеде
n∏

i=1

(
−
(

1

2
+ ε

)
h,

(
1

2
+ ε

)
h

)
,

рёбра которого параллельны главным векторам e1 , . . . , en линейного отображения f ′(0) .
Поэтому из (15) получаем, что

SI(0, f) ≤ (1 + ε)n lim inf
h→0

lim inf
j→0

1

hn

∫
C(h)

SI(y, fj) dy. (16)

В виду произвола ε > 0 , соотношение (12) следует непосредственно из (16) . �
Рассуждая также, как и при доказательстве Леммы 3 , на основании Следствия 1 ,

приходим к заключению.
Лемма 4. В условиях Леммы 3 , для любой выпуклой возрастающей функции

ψ : [0, ∞] → [0, ∞] ,

Sψ(x0, f) ≤ lim inf
h→0

lim inf
j→0

1

hn

∫
C(x0,h)

Sψ(y, fj) dy , (17)

и, в частности, при ψ = tn−1 ,

KI(x0, f) |J(x0, f)| ≤ lim inf
h→0

lim inf
j→0

1

hn

∫
C(x0,h)

KI(y, fj) |J(y, fj)| dy. (18)

Следствие 2. В условиях Леммы 3 , для любых возрастающих выпуклых функций
φ, ψ : [0,∞] → [0,∞] имеет место соотношение

φ (Sψ(x0, f)) ≤ lim inf
h→0

lim inf
j→0

1

hn

∫
C(x0,h)

φ (Sψ(y, fj)) dy. (19)
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В частности, если ψ = tn−1, будем иметь

φ (KI(x0, f) |J(x0, f)|) ≤ lim inf
h→0

lim inf
j→0

1

hn

∫
C(x0,h)

φ (KI(y, fj) |J(y, fj)|) dy . (20)

3. Основные результаты. Имеет место следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть D− область в Rn, n ≥ 2, fm : D → Rn – последовательность

гомеоморфизмов класса FLD, сходящаяся локально равномерно в D к FLD гомеомор-
физму f. Если

SI (x, fm) ≤ S (x) ∈ L1
loc , m = 1, 2, 3, . . . , (21)

то
SI (x, f) ≤ lim sup

j→∞
SI (x, fj) п.в. (22)

Доказательство. Применяя Лемму 3, теорему о почленном интегрировании, см.
[43], стр. 50, получаем неравенство

SI (x, f) ≤ lim inf
h→0

1

hn

∫
C(x,h)

lim sup
j→∞

SI(y, fj) dy , (23)

а применяя теорему о дифференцировании неопределённого интеграла Лебега, см. [43],
с.180, по (21), имеем для п.в. x ∈ D равенство

lim
h→0

1

hn

∫
C(x,h)

lim sup
j→∞

SI (y, fj) dy = lim sup
j→∞

SI (x, fj) . (24)

Объединяя (23) и (24), получаем (22). �
Используя Лемму 4 , получаем
Следствие 3. Пусть D – область в Rn, n ≥ 2, fm : D → Rn – последовательность

гомеоморфизмов класса FLD, сходящаяся локально равномерно в D к FLD гомеомор-
физму f. Если

Sψ (x, fm) ≤ S (x) ∈ L1
loc , m = 1, 2, 3, . . . , (25)

то
Sψ (x, f) ≤ lim sup

j→∞
Sψ (x, fj) п.в., (26)

и, в частности, если

KI (x, fm) |J(x, fm)| ≤ S (x) ∈ L1
loc , m = 1, 2, 3, . . . , (27)

то
KI (x, f) |J(x, f)| ≤ lim sup

j→∞
KI (x, fj) |J(x, fj)| п.в. (28)

Теорема 2. Пусть D – область в Rn, n ≥ 2, fj : D → Rn, j = 1, 2, . . . – после-
довательность гомеоморфизмов класса FLD в D, сходящаяся локально равномерно к
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гомеоморфизму f с конечным искажением длины. Пусть Φ : [1, +∞] → [0,∞] – произ-
вольная выпуклая возрастающая функция и пусть при п.в. x ∈ D

SI(x, fj) ≤ K(x), (29)

где
Φ (K(x)) ∈ L1

loc. (30)

Тогда для любого измеримого множества E ⊂ D с mes E < ∞ имеет место соот-
ношение: ∫

E

Φ (SI (x, f)) dx ≤ lim inf
j→∞

∫
E

Φ (SI (x, fj)) dx. (31)

Доказательство. На основании Следствия 2 из (29) получаем, что Φ (SI (x, f)) ≤
≤ Φ (K (x)) п.в. и из (30), что Φ (SI (x, f)) ∈ L1

loc (D) . Следовательно, по теореме о
дифференцируемости неопределённого интеграла, при п.в. x ∈ D

lim
h→0

∫
C(x,h)

Φ (SI(y, f)) dy = Φ (SI(x, f)) . (32)

Обозначим через E0 множество тех x ∈ D, где либо f не дифференцируема, либо
не имеет место соотношение (32). Заметим, что mes E0 = 0.

Согласно Следствию 2,

Φ (SI(x, f)) ≤ lim inf
h→0

lim inf
j→∞

1

hn

∫
C(x,h)

Φ (SI(y, fj)) dy , ∀ x ∈ D\E0.

Отсюда имеем, что для любого ε > 0 существует δ = δ (x, ε) : h < δ

Φ (SI(x, f)) ≤ lim inf
j→∞

∫
C(x,h)

Φ (SI(y, fj)) dy + εhn , (33)

и, учитывая (32) ,∫
C(x,h)

Φ (SI(y, f)) dy ≤ lim inf
j→∞

∫
C(x,h)

Φ (SI(y, fj)) dy + εhn (34)

для h < δ = δ(x, ε) . Пусть Ω ⊂ D – открытое множество. Система кубов C(x, h) : x ∈ Ω\E0 ,
образует покрытие Витали множества Ω\E0 , так что по теореме Витали о покрытии
существует последовательность кубов Cm = C(xm, hm) ⊆ Ω :

mes
(
Ω\

⋃
Cm

)
= 0 .

Таким образом, по (34), получаем, что∫
Ω

Φ (SI(y, f)) dy ≤ lim inf
j→∞

∫
Ω

Φ (SI(y, fj)) dy + ε mes Ω , (35)
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и т.к. ε > 0 произвольно, то (31) доказано для произвольного открытого множества
Ω ⊂ D с mes Ω < ∞ .

Пусть E −произвольное измеримое множество из D c mes E < ∞ . Тогда для
любого ε > 0 найдётся открытое Ω = Ωε ⊇ E c mes (Ωε\E) < ε , см. III (6.6) в [43] .
Из неравенства (31) для Ω имеем, что∫

E

Φ (SI(y, f)) dy ≤
∫
Ωε

Φ (SI(y, f)) dy ≤

≤ lim inf
j→∞

∫
Ωε

Φ (SI(y, fj)) dy ≤ lim inf
j→∞

∫
E

Φ (SI(y, fj)) dy +

∫
Ωε\E

Φ (K( y )) dy .

Таким образом, в силу абсолютной непрерывности интеграла Лебега, по условию
(30) приходим к (31). �

Рассуждая аналогично доказательству Теоремы 2 , используя Следствие 2, прихо-
дим к заключению.

Теорема 3. Пусть D − область в Rn, n ≥ 2, fj : D → Rn, j = 1, 2, . . . – последова-
тельность гомеоморфизмов класса FLD в D, сходящаяся локально равномерно к гомео-
морфизму f с конечным искажением длины. Пусть Φ : [0, +∞] → [0,∞]−произвольная
выпуклая возрастающая функция и пусть при п.в. x ∈ D

Sψ(x, fj) ≤ K(x) , (36)

где
Φ (K(x)) ∈ L1

loc . (37)

Тогда для любого измеримого множества E ⊂ D с mes E < ∞ имеет место соот-
ношение: ∫

E

Φ (Sψ (x, f)) dx ≤ lim inf
j→∞

∫
E

Φ (Sψ (x, fj)) dx . (38)
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