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А. А. К о в а л е в с к и й 

О суммируемости энтропийных решений 
задачи Дирихле для одного класса нелинейных 
эллиптических уравнений четвертого порядка 

Приведены результаты о суммируемости энтропийных решений задачи Ди­
рихле для некоторого класса нелинейных эллиптических уравнений четвертого 
порядка в зависимости от свойств интегрируемости правых частей уравнений. 
Рассмотрены случаи, когда эти правые части принадлежат пространствам Ле­
бега с показателями, близкими к единице, а также более широким множествам, 
содержащимся в L . 

Библиография: 8 наименований. 

В в е д е н и е 

Понятие энтропийного решения задачи Дирихле для рассматриваемого в на­
стоящей статье класса нелинейных эллиптических уравнений четвертого порядка 
введено и изучено в [1], [2] на основе подхода, предложенного в [3] для уравнений 
второго порядка. В работе получен ряд результатов о суммируемости энтропий­
ных решений данной задачи в зависимости от свойств интегрируемости правых 
частей соответствующих уравнений. Рассмотрены случаи, когда эти правые части 
принадлежат пространствам Лебега с показателями, близкими к единице, а также 
более широким множествам, содержащимся в L 1 . Отметим, что для нелинейных 
эллиптических уравнений второго порядка с правыми частями такого типа некото­
рые результаты о суммируемости слабых решений получены в [4], [5]. Недавно они 
были уточнены и дополнены в работе [6] на основе полученных в ней результатов о 
суммируемости энтропийных решений тех же уравнений. 

Настоящая статья состоит из двух параграфов. В § 1 рассмотрено множество 
о 

функций H^lity, введенное в [1], [2], и для элементов этого множества, подчи­
ненных некоторым интегральным неравенствам, установлены различные свойст­
ва интегрируемости. При этом используются приемы, аналогичные изложенным 
в [6] для иной ситуации. В § 2 приведена формулировка рассматриваемой зада­
чи Дирихле и установлено, что энтропийные решения этой задачи удовлетворяют 
интегральным неравенствам из § 1. Этот факт вместе с надлежащими условиями 
на правые части рассматриваемых уравнений и результатами, полученными в § 1, 
позволяет доказать теоремы об интегрируемости энтропийных решений данной за­
дачи. Приведены также некоторые результаты для слабых решений этой задачи. 

Исходные предположения работы следующие: п Е N, п > 2, П - ограниченное 
открытое множество в Rn, р Е ( l , n / 2 ) , q E (2р, п) . 
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Пусть Л - множество всех n-мерных мультииндексов а таких, что \а\ = 1 или 
\а\ = 2, a l n ' 2 - пространство всех отображений £: Л —> Ш. Если-u Е И /2 '1(П), то 
V2W- О —> Мп '2, причем для любых ж Е П и а Е Л имеем (V2u(x))a = Dau(x). 

§ 1. О суммируемости функций, подчиненных 
некоторым интегральным неравенствам 

Приведем сначала несколько общих результатов, которые будут полезны в даль­
нейшем. 

ЛЕММА 1.1. Пусть и - измеримая функция на О,, М > 0, г > 0, и пусть 
для любого k Е N справедливо неравенство 

meas{H ^ к} ^Мк~Т. (1.1) 

Тогда для любого А Е (0, г) имеем и Е LA(Q). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Зафиксируем Л Е (0,г) и положим Ai = 2/(т - А). В 
силу (1.1) для любого к Е N имеем 

/ | u | A d x ^ 2 T + A l A M / c - 2 . 
i{ /cA l< |w|<( /c + l ) A l } 

Отсюда, производя суммирование по к в обеих частях неравенства, заключаем, 
что и Е 1/А(П). Лемма доказана. 

Отметим, что свойство, представленное леммой 1.1, использовалось ранее, на­
пример в [3], а также в [1], [2]. 

ЛЕММА 1.2. Пусть и - измеримая функция на О,, М > 0, г > 0, т\ > 1, и 
пусть для любого k E N, к ^ 2, справедливо неравенство 

meas{H ^ /с} < Мк~Т (\ък)-Т1. (1.2) 

Тогда и Е ЬТ(П). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу (1.2) для любого к Е N имеем 

/ \u\Tdx^2T+T1eTMk-T1. 
J{ek^\u\<ek+1} 

Отсюда, производя суммирование по к в обеих частях неравенства и учитывая, что 
т\ > 1, получаем, что и Е LT(Q). Лемма доказана. 

Для любого А Е [1, п) положим А* = пХ/(п — А). 
о ^ 

Известно (см., например, [7]), что если А Е [1,п), то И /1 'А(П) С Lx (Q) и 
существует положительная постоянная сП:\, зависящая только от п и А, такая, что 

о 
для любой функции и Е И /1 'А(П) 

J\u\x*dx) <с И ; А ( 5 1 / |Я а«|А&) • (1-3) 



О СУММИРУЕМОСТИ ЭНТРОПИЙНЫХ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 37 

Перейдем к рассмотрению некоторого специального множества функций и 
свойств его элементов. 

Через W2 'p (П) обозначим множество всех функций из W1,q(Q), имеющих обоб­
щенные производные второго порядка из Lp(Ct). Множество W2 "1 (П) - банахово 
пространство с нормой 

NI = NI W M ( n ) +( E [\Dau\*dx)1P. 
^\a\=2JQ J 

° 1 1 
Через ТУ2'р(^) обозначим замыкание в W2 '« (^) множества CQ0 (П). 

Пусть для любого к Е N ^ - функция на R такая, что 

А? + О 

Определим теперь для любого к Е N функцию /&& : R —> R, полагая 

s, если |s| ^ к, 

hk(s) = { п М — % — J + ! A^sign.s, если к < \s\ < 2/с, 

к + 2 
2fc-—-signs, если |s| ^ 2fc. 

х л т о 

ДЛЯ любого fc Е N имеем ft д. Е C2(R) и, кроме того, 

|ftfc| ^2k на R, (1.4) 
О < Ык < 1 на R, (1.5) 

|/4'| ^ 3 на R. (1.6) 

о 1 

Через И 2%^) обозначим множество всех функций и: П —> R, удовлетворяю-
о 

щих следующему условию: hk(u) Е W2'p(fi) Vfc E N. 
Положим для произвольных и: П -^ R и ж Е П 

&(гл,ж) = min{7V E N: |гх(ж)| < N}. 

о 1 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1. Пусть и Е Я 2 ^(П) и а Е Л. Тогда Sau - функция на П 
такая, что для любого х Е П 

<*аЦж) = £ а / г / с К ж ) (^) (ж) . 

о 
ЛЕММА 1.3. Пусть и Е H2

,(l(Q,) г/ а Е Л. Тогда для любого к Е N имеем 

Sau = Dahk(u) п.в. на {\и\^к}. (1.7) 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ДЛЯ любых к, к\ е N таких, что 2к < fci, имеем й&(г&) = 
hk(hki (u))- Используя этот факт, устанавливаем, что для любых k,ki G N таких, 
что к < к\, 

Dahk(u) = Dahkl(u) п.в. на {|м| < * } . (1.8) 

Зафиксируем к G N. В силу (1.8) существует множество i£ меры нуль такое, что 
для любых N G N, 7 V < & + 1 , H X G {|гл| < TV} \ E 

DahN(u)(x) = Dahk+i(u)(x). 

Тогда для любого фиксированного х G {\и\ ^ к} \ Е, учитывая определение 
функции Saи, получаем Saи(х) = Dahk+i(u)(х). Ясно также, что Dahk(u)(x) = 
Dahk+i(u)(x). Следовательно, Sau(x) = Dahk(u)(x). Отсюда заключаем, что 
(1.7) справедливо. Лемма доказана. 

Отметим, что в силу леммы 1.3 приведенное выше определение функций 5аи 
эквивалентно определению этих функций, данному в [1], [2]. 

о 
ЛЕММА 1.4. Пусть и G Я ^ ( П ) , к G N. Тогда: 

1) если а - n-мерный мулътиипдекс, \а\ = 1, то 

Dahk(u) = h'k(u)Sau п.в. на П; 

2) если а - n-мерный мулътиипдекс, \а\ = 2, то 
\Dahk(u)\ < |й а г / |+3 ^ | ( ^ | 2 п.в. па П. 

101=1 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Имеем 

М * 0 = hk(h2k(u)). (1.9) 

Пусть а - n-мерный мультииндекс, |а| = 1. В силу (1.9) 

Dahk(u) = h'k(h2k(u))Da-h2k(ru) п.в. на П. 

Отсюда, используя свойства функций hk, h^k и лемму 1.3, получаем, что Dahk(u) 
= h/

k(u)Sau п.в. на П, и тем самым утверждение 1) доказано. 
Пусть теперь а - n-мерный мультииндекс, \а\ = 2. Используя (1.9), получаем 

| ^ ^ Ы - / 1 и ^ Ы ) ^ а ^ Ы | ^ | ^ ( ^ Ы ) | ^ \D^h2k(u)\2 п.в.на П. 
1̂ 1=1 

Отсюда, учитывая (1.5), (1.6) и лемму 1.3, выводим, что \Dahk(u)\ ^ \Sau\ + 
3 5̂ 1/31=1 | ^ ^ | 2 п-в- н а ^ и т е м самым утверждение 2) доказано. 

Отметим, что 

WI\1(Q) с Я ^ ( П ) , (1.10) 
о . 

и если I/ G W2 'p(^)j a G Л, то £a,u = Dau п.в. на П. Однако включение, обрат­
ное (1.10), вообще говоря, не верно (см. [2]). 
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о 
ЛЕММА 1.5. Пусть и Е Я 2 ^(П) , Л Е [1,д]. Пусть для любого п-мерного 

мультииндекса а, \а\ = 1, имеет место включение 5аи Е LX(Q). Тогда 

о 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЯСНО, ЧТО {hk(u)} с И / 1 , л(П). Тогда в силу (1.3), лем­
мы 1.4 и неравенства (1.5) для любого к Е N имеем 

1/Л* / _ /• \ ! М 
| Adx / \hk(u)\x*dx) ^ c n , A f V / |(Jau| 

Jn J V i , 1 J^ ' | a | = l ' 

Отсюда, поскольку hk(u) —> и поточечно в П, заключаем, что и Е LX(Q). Тог­
да, учитывая, что \hk(u)\ ^ \и\ для любого & Е N, имеем hk(u) —> и сильно в 
LX(Q). Кроме того, в силу лемм 1.3,1.4 и неравенства (1.5) для любого п-мерного 
мультииндекса а, \а\ = 1, имеем Dahk(u) —> 5аи сильно в L (Q). Теперь мож­
но заключить, что и Е И /1 'Л(П) и hk(u) —> и сильно в И /1 'Л(П). Следовательно, 

о 
и Е И /1 'Л(П). Лемма доказана. 

о . 

ЛЕММА 1.6. Пусть и Е Н2'р(П), A G [1,р] г/ дл̂ т любого n-мерного мульти­
индекса а, \а\ = 1, имеет место включение Sau E L2A(Q). Пусть для любого 
n-мерного мультииндекса а, \а\ = 2, имеет место включение 5аи Е LA(Q). 
Тогда и £ \¥2>Х(П). 

о 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЯСНО, ЧТО {/^(га)} с W2,X(Q). В силу изложенного в до­
казательстве леммы 1.5 имеем и Е И /1 'Л(П) nhk(u) —> и сильно в И /1 'Л(П). Кроме 
того, в силу лемм 1.3 и 1.4 для любого n-мерного мультииндекса а, \а\ = 2, имеем 
Dahk(u) —> Sau сильно в LA(Q). Теперь можно заключить, что и Е VF2'A(n) и 

о 
^/с(^) —> ^ сильно в И /2 'Л(П). Следовательно, ix E W2>X(Q). Лемма доказана. 

о 
ПОЛОЖИМ ДЛЯ любых и Е i?2 'p(^) и /с Е N 

^ ^ | а | = 1 | а | = 2 ^ 
с ( г&) б?ж. 

| а | = 1 |а|=" 

ЛЕММА 1.7. Я?/сгаь гл Е Я ^ ( П ) г/ fe E N. Тогда 

meas{|w| ^ k} ^ cq^qk~q* [I(u, k)]q*,q. (1.11) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку \hk(u)\ ^ /с на {|гх| ^ /с}, имеем 

fc9* meas{|^| ^ к} ^ f \hk{u)f dx. (1.12) 

Правую часть этого неравенства оценим, используя (1.3), лемму 1.4 и неравенст­
во (1.5). Получим 

/' \hk(u)\**dx^c£q(Y, [ \D«hk(u)\qdxY \c£q[I(u,k)]qVq-

Отсюда и из (1.12) выводим (1.11). Лемма доказана. 
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ЛЕММА 1.8. Пусть и Е Я 2 ^(П) , а - n-мерный мулътииндекс, \а\ = 1, и 
пусть k, k\ E N. Тогда 

meas{|(5au| ^ к} < c £ g fcf g* [/(г/, /ci)]^ / ( ? + ЛГ*/(гг, Л*). (1.13) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПОЛОЖИМ G = {|га| < fci, |йаг^| ^ fc}. Имеем 

meas{|(5a^| ^ /с} < meas{|ix| ^ &i} + measG, (1-14) 

причем в силу леммы 1.7 

meas{|w| ^ Л*} < cq
n]q k~q* [I(и, k1)]q*,q. (1.15) 

Оценим meas G. Поскольку к ^ \Sau\h'k (и) на G, имеем 

^ m e a s G ^ / |Jai/|«/i7
fc (гг) dx < /(гг, h) 

Jn 

и, следовательно, meas G < k~qI{u,k\). Отсюда и из (1.14), (1.15) выводим (1.13). 
Лемма доказана. 

о 

ЛЕММА 1.9. Пусть и Е Я 2 ^(П) , а - n-мерный мультииндекс, \а\ = 2, и 
пусть k, k\ E N. Тогда 

тега{\8аи\ ^ к} < c £ g fcf g* [/(гг, fci)]9*/g + ЛГ*7(гг, Л*). 

Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 1.8. 
Положим 

n(q-l) 
г = — . 

п — 1 
Поскольку с; Е (2, п), имеем г Е (1,с/). 

ЛЕММА 1.10. Пусть 61,62 > 0, (п — 1)/п < сг < 1, Ф - неотрицательная 
о 1 

измеримая функция на П такая, что Ф[1п(1 + Ф)]°" Е L1(Q). Пусть и Е Н^^О) 
и для любого k E N справедливо неравенство 

I(u,k)^b! [ <$>\hk(u)\dx + b2. (1.16) 

1) M G ^ Q ) ; 
2) дл̂ г любого n-мерного мультииндекса а, \а\ = 2, имеем Sau E 

3) есуш гр/^ ̂  1, mo u E W 2 ' r ^ ( f t ) . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Через bi, г = 3 ,4 , . . . , будем обозначать положительные 
постоянные, зависящие только от n, g, bi, 62, <J, measQ и нормы в L1(Q) функ­
ции Ф[1п(1 + Ф)]а. 

Положим qi = ^— и зафиксируем к Е N, /с > е. В силу (1.16) имеем 

I(u,k)^h[ <&\hk(u)\dx + h [ $\hk(u)\dx + b2. (1.17) 
. / { Ф < № } . / { Ф > № } 

Используя неравенство Гёльдера, неравенство (1.3), лемму 1.4 и (1.5), получаем 

/ Ф | М и ) | б ^ 0 9 1 / \hk(u)\dx 

^ ^ ( m e a s n ) ^ * - 1 ) / ^ * ! / |/ifc(u)|«* da; J 

^ ^ ( m e a s n j ^ - ^ / ^ C n g f V [ \Dahk(u)\q dx) 

O 3 * g i № > * 0 ] 1 / g - (Lie) 

Учитывая (1.4) и тот факт, что 

Ф <qia(lnk)-(7<$>[ln(l + <$>)](7 на {Ф>кЯ1}, 

второй интеграл в правой части (1.17) оценим следующим образом: 

/ $\hk(u)\dx ^2k ^dx 
. / { Ф > № } 7{Ф>/с^1} 

^2kq^a(\nk)-CT [ Ф[1п(1 + Ф)]а dx = b4k (In k)~a. (1.19) 

Из соотношений (1.17)—(1.19), используя неравенство Юнга, получаем 

1(щ к) < 6163^^ [/(г/, А:)]1/9 + 6i64^(ln fe)"0- + b2 

< -J (u , fc) + ^ — U 5 [ * 1 / 2 + ik(lnfc)-ff]. 

Отсюда заключаем, что для любого к Е N, к > е, справедливо неравенство 

1(и,к) ^ЬбНЫк)-*. (1.20) 

Далее, пусть а - произвольный n-мерный мультииндекс такой, что \а\ = 1. 
Зафиксируем к Е N, fc > e^n~1^^n~q\ Ясно, что существует ту > е такое, что 

7 7 n - 1 ( l n 7 7 ) f 7 = A : n - ^ . 
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Из этого равенства следует, что 

7Гг*(1пт7)-™Дп-^ = k-qf](\nr1)-(T = fc-^ln^)-™/^-1), (1.21) 
fcn"« < rjn. (1.22) 

Пусть &i - минимальное натуральное число, большее т\. Из соотношений (1.21) 
и (1.22) вытекают неравенства 

fcf r*(lnfci)-™/(n-«> < b 7 ik" r ( lnfc)- f f n / ( n - 1 ) , (1.23) 

fc-^fciOnfci)-0- < b 8 ik" r ( lnfc)- f f n / ( n - 1 ) . (1.24) 

Кроме того, поскольку к\ > е, в силу (1.20) имеем 

1{иМ) ^Ь6к1(\пк1)-(Т. (1.25) 

Теперь, используя лемму 1.8 и неравенства (1.23)—(1.25), получаем 

meas{\Sau\ ^к}^ b9k~r{\iik)-(Tn^n-1\ 

Тогда в силу неравенства а > (п — 1)/п и леммы 1.2 имеем 5аи Е Lr (Q). 
Таким образом, для любого n-мерного мультииндекса а, \а\ = 1, имеем 5аи Е 

о 

Lr(ft). Отсюда и из леммы 1.5 выводим, что и Е W1,r(Q), и тем самым утвержде­
ние 1) леммы доказано. 

Перейдем к доказательству утверждения 2). Пусть а - произвольный п-мерный 
мультииндекс такой, что \а\ = 2. Зафиксируем к Е N, к > eq<Kn~1^'p<K'n~q\ Ясно, 
что существует у > е такое, что 

уп-1(]пу)а =fcP(*-9)/9. 

Из этого равенства следует, что 

у-г*0пу)-апКп-д =k-pyQny)-a = k-rp'qQny)-<rnKn-1\ (1.26) 

Пусть &2 - минимальное натуральное число, большее у. Из соотношений (1.26) 
и (1.27) вытекают неравенства 

fc^r*(lnfc2)"ffn/(n"g) < b i o i k ' ^ ^ O n f c ) - ^ / ^ - 1 ) , (1.28) 
^ - ^ ^ ( l n ^ ) - ^ < b i i f e - ^ / ^ O n f c ) - ^ / ^ - 1 ) . (1.29) 

Кроме того, поскольку &2 > в, в силу (1.20) имеем 

1{цМ) ^Ь6к2(1пк2)-(7. (1.30) 
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Используя лемму 1.9 и неравенства (1.28)—(1.30), устанавливаем, что 

meas{\Sau\ ^к}^ b i a f c - ^ O n f c ) - ™ / ^ " 1 ) . 

Тогда в силу неравенства а > (п — 1)/п и леммы 1.2 имеем Sau Е ЬГР/*(П). Тем 
самым справедливость утверждения 2) леммы доказана. 

Остается установить справедливость утверждения 3) леммы. Предположим, 
что rp/q ^ 1. Тогда rp/q Е [1,р]. Поскольку 2р < q, имеем 2rp/q < г, и тог­
да в силу установленного выше, при доказательстве утверждения 1) леммы, для 
любого n-мерного мультииндекса а, \а\ = 1, имеем Sau E Ь2ГР^(П). Теперь, 

о 

учитывая утверждение 2) и используя лемму 1.6, получаем, что и Е W2,rp'q(Q). 
Таким образом, утверждение 3) леммы справедливо, и тем самым ее доказатель­
ство завершено. 

ЛЕММА 1.11. Пусть V, Ь" > 0, 1 ^т < nq/(nq-n + q), Ф Е Lm(Q), Ф ^ О 
о 

на П. Пусть и Е H^^Q) и для любого к Е N справедливо неравенство 

1(и,к)^Ъ' [ Ф\Нк(и)\а1х + Ь". (1.31) 

Л Е [1, (д - 1)т*), т о I/ E И^'Л(П); 
2) eevm а - n-мерный мулътииндекс, \а\ = 2, г/ Л Е (0, | ( д — 1)т*) , т о 

5аиеЬх(П); 
3) еслг/ | ( д - 1)т* > 1 и A G [l, | ( g - 1)т*) , т о u E W2 'A(ft). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Прежде всего заметим, что в силу условия леммы имеем 
mq < п, (т — 1)д* < т. 

Положим 

т — 1 * ( т — l)g* n — т д . nm(q — 1) 
mi = 1 q , т 2 = , т 3 = , в = . 

т mq п — т п — mq 

Ясно, что 0 < mi < 1, 0 < Ш2 < 1. Кроме того, имеем 

ТП\ 

(1 -m2)qm 
(1.32) 

Л Ш 1 Ш З П ооА 
m30 = q-- . (1.33) 

1 - т2 

Далее через bi, г = 13,14, . . . , будем обозначать положительные постоянные, 
зависящие только от n, g, У ,Ъ", m и нормы в Lm(Q) функции Ф. 

Зафиксируем произвольное к Е N. Предположим, что т > 1. Тогда mi < 1 и, 
используя (1.31), (1.4) и неравенство Гёльдера, получаем 

I(u,k)^b/(2k)rni [ Ф\Нк(и)\1-ГП1а1х + Ь" 

/ - x ( m - l ) / m 

< o'(2&)mi 1 |Ф| |ь-(П)(/ I M " ) l g da;J + Ь* 
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Отсюда и из соотношений (1.3), (1.5) и леммы 1.4 вытекает, что 

1{и, к) < &i3/cmi [/(г/, /с)]т2 + Ъ". 

Следовательно, 

J(u,fc) O i 4 * m i / ( 1 ~ m 2 ) . (1.34) 

Легко проверить, что это же неравенство верно и в случае т = 1. 
Таким образом, доказано, что для любого к Е N имеет место неравенство (1.34). 
Далее, пусть Л Е [1, (д — 1)т*) и а - n-мерный мультииндекс такой, что |а| = 1. 

Зафиксируем к Е N, а также fci E N такое, что 

к1713 <кг ^2кшз. (1.35) 

В силу (1.34) и (1.35) имеем I(u,h) < 6i5fcmim3/(1-m2). Используя это неравен­
ство, лемму 1.8 и соотношения (1.35), (1.32), (1.33), находим 

meas{|(Tu| ^ к} ^ Ь16к-тзв. 

Тогда в силу леммы 1.1 5аи Е LX(Q). Отсюда, учитывая неравенство (q—l)m* < q 
о 

и применяя лемму 1.5, выводим, что и Е W1 ' (П). Тем самым утверждение 1) лем­
мы доказано. 

Перейдем к доказательству утверждения 2) леммы. Пусть а - n-мерный муль­
тииндекс, \а\ = 2, и Л Е (0, 2-(q — l)m*). Зафиксируем к Е N, а также fe G N 
такое, что 

kprn3/q <k2^ 2kpm*'q. (1.36) 

В силу (1.34) и (1.36) имеем 1(и,к2) < b i 7 i b p m i m 3 / 9 ( 1 ~ m 2 ) . Используя это нера­
венство, лемму 1.9 и соотношения (1.36), (1.32), (1.33), получаем 

meas{\6au\ ^к}^ blsk-pm*e'q. 

Теперь, учитывая лемму 1.1, заключаем, что 5аи Е LA(Q), и тем самым утверж­
дение 2) леммы доказано. 

Докажем утверждение 3). Пусть | ( д — 1)т* > 1 и Л Е [l, | ( g — 1)т*) . Имеем 
о 

^ ^ ^V»(^)> ^ ^ [1,р]. Кроме того, 2Л Е [1, (д — 1)т*), и тогда в силу уста­
новленного при доказательстве утверждения 1) для любого n-мерного мультиин-
декса а, \а\ = 1, имеем 5аи Е L2X(Q). Наконец, согласно утверждению 2) для 
любого n-мерного мультииндекса а, \а\ = 2, имеем 5аи Е L (Q). Используя те-

о 

перь лемму 1.6, заключаем, что и Е W2,x(ft). Таким образом, утверждение 3) 
леммы справедливо, и тем самым ее доказательство завершено. 
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§ 2. О суммируемости решений задачи Дирихле 

Пусть с\, С2 > 0, д\, #2 - неотрицательные функции на П, д\, #2 £ Ь 1 (П), и пусть 
А а : ПхМп '2 —> R - функция Каратеодори для любого а Е Л. Будем предполагать, 
что для почти всех х Е Q и любых £ Е Мп '2 справедливы неравенства 

Е i^ocoi9^-1^ Е i^^ar7^-1) 
| а | = 1 | а | = 2 

W E î i9+ Е î r}+fli(*). (2-1) 
1 М = 1 | а | = 2 J 

$>«(*> £)£«><*{ Е \Ы9+ Е l ^ r } - ^ ^ ) . (2.2) 
а £ Л ^ | а | = 1 Н = 2 ^ 

Пусть / Е Ь1(П). Рассмотрим следующую задачу Дирихле: 

£ ( - l ) H £ > ° A a 0 c , V 2 t O = / в fi, (2.3) 

L>°^ = 0, |а| = 0 , 1 , на ЭП. (2.4) 
о 

Введем отображение: если и Е причем для любых 
х Е Q и а Е Л имеем (^2^(ж))а = £а,и(ж). 

о 

Заметим, что если га Е Я2 '^(П), <р Е Со°(П), fc E N H Q E Л, то сущест­
вуют конечные интегралы функций Аа(х, 52и)5аи и Аа(х, 52и)5аср по множест­
ву {\и — (р\ < 2к}. Это вытекает из (2.1) и леммы 1.3. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.1. Энтропийным решением задачи (2.3), (2.4) будем назы-
о 

вать функцию и Е H^l^), удовлетворяющую условию: существуют с > 0, 
6 Е (1, г) и 7 > 0 такие, что для любых ip E CQ°(Q) И /CGN [1], [2] 

/ \YfAa(x,62u)(6au-6a<p)}h'k(u-<p)dx 
J{\u-^\<2k}laeA ) 

Положим 

/ fhk(u-ip)dx + c[l + \\<p\\wi,b(Q)]bk 7 . 

(3n — 2)p np 
Pi = — ; 7 > P2 ~ П + p — 1 ' n(j9 — 1) + 1 

Поскольку p E ( l ,n /2) , имеемp\ E (2p, n), p2 £ (1?^)-

ЗАМЕЧАНИЕ 2.1. Из результатов [1], [2] следует, что если q > p\ и для почти 
всех ж Е П и любых £, £' Е Мп '2, ^ф ^ ^ имеет место неравенство 

Е [̂ Мж> О - Л , (*,£ ')](&*-О >0, (2.5) 
а £ А 

то существует единственное энтропийное решение и задачи (2.3), (2.4), причем 
1) для любого а Е Л Аа (ж, 82U) E L1 (П); 
2) для любой функции ip Е CQ0 (Q) 

/ < V^ -Аа(ж, $2и)5а(р > dx = / fcpdx. 
Jn IaeA J Jn 
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ЛЕММА 2.1. Пусть и - энтропийное решение задачи (2.3), (2.4). Тогда 
существуют с'\с" > 0 такие, что для любого k Е N 

I(u,k)^cf f \f\\hk(u)\dx + c". (2.6) 
Jn 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу определения 2.1 существует с > 0 такое, что для 
любого к Е N 

/ I У2 Aa(x,62u)6au\h'k(u)dx < [ fhk(u)dx + c. (2.7) 
J{|^|<2/c} l a G A J Jn 

Положим 

c' = - , c" = - ( | | < ? 2 | | L i w + c ) . 
C2 C2 V У 

Зафиксируем fc E N. Используя (2.2) и (1.5), устанавливаем, что 

c2I(u,k)^ / <̂  V Aa(x,52u)5au\hk(u)dx + \\g2\\LuQ). 
J{\u\<2k} laeA ) 

Отсюда и из неравенства (2.7) выводим (2.6). Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 2.1. Пусть (п - 1)/п < а < 1 и /[ln(l + \f\)]a E L 1 ^ ) . Я?/сть и -
энтропийное решение задачи (2.3), (2.4). Тогда: 

1) M G ^ Q ) ; 
2) для любого n-мерного мультииндекса а, \а\ = 2, имеем Sau E 

3) еслг/ <? ^ р 2 , т о u E W2'rp/q(n). 

ЭТОТ результат вытекает из лемм 2.1 и 1.10. 

СЛЕДСТВИЕ 2.1. Пусть р ^ 3/2 — 1/п, г/ пусть выполняются условия тео­

ремы 2.1. T W a ix E W^r(il) П W 2 ' r ^ ( Q ) . 

Для доказательства этого результата достаточно воспользоваться теоремой 2.1, 
а затем учесть, что q > 2р и в силу неравенства р ^ 3/2 — 1/п справедливо нера­
венство^ ^ 2р. 

ТЕОРЕМА 2.2. Пусть 1 < т < nq/(nq - п + q) и f E Ьт(П). Пусть и -
энтропийное решение задачи (2.3), (2.4). Тогда: 

о 
1) еслг/ Л Е [1, (<? - 1)т*), то и е И /1 'Л(П); 
2) еслг/ а - n-мерный мулътииндекс, \а\ = 2, г/ Л Е (0, ^(д — 1)т*) , т о 

(5аи Е ЬЛ(П); 

3) еслг/ |(<? - 1)т* > 1 и А Е [1, |(<? - 1)т*) , т о и Е W2 'A(Q). 

ЭТОТ результат вытекает из лемм 2.1 и 1.11. 
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СЛЕДСТВИЕ 2.2. Пусть q > р2-> и пусть выполняются условия теоремы 2.2. 
о 

Тогда |(<? - 1)т* > 1, и для любого А G [l, |(<? - 1)т*) имеем и G Wll2X(Q,) П 

Для доказательства этого следствия достаточно воспользоваться теоремой 2.2 
и тем, что из q > р2 вытекает неравенство -(q — l)m* > 1. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2.2. Нетрудно проверить, что если q ^ р2, тоnq/(npq—np-\-q) ^ 1. 

СЛЕДСТВИЕ 2.3. Пусть q ^ р2, nq/(npq — пр + q) < т < nq/(nq — п + q) 
и f G 1/т(П). Пусть и - энтропийное решение задачи (2.3), (2.4). Тогда 

| (<?-1)т* > 1 и для любого \е [1, | (<?-1)т*) имеем и G ^ ' 2 А ( 1 ] ) П ^ 2 ' А ( 1 ] ) . 

ЭТОТ результат вытекает из теоремы 2.2 и замечания 2.2. 
В заключение приведем несколько утверждений для слабых решений задачи 

(2.3), (2.4). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.2. W-решением задачи (2.3), (2.4) будем называть функцию 
о 

и G И /2 '1(П), удовлетворяющую условиям: 
1) для любого a G Л Аа(х, Х?2и) G 1/1(П); 
2) для любой функции (р G CQ° (Q) 

/ f V i a ( x , V 2 i i ) D > ) ^ = / / p e t e . 
Jn I aeA ) J si 

ЗАМЕЧАНИЕ 2.3. Из результатов работы [2, § 7, леммы 2.5, 2.6, 8.1, 8.2] и лемм 
1.4,1.6 настоящей статьи вытекает, что если q > р2 и для почти всех ж G П и любых 
£, £' G Мп '2, £ ^ £'? имеет место неравенство (2.5), то существуют И^-решение и 

о 1 

задачи (2.3), (2.4) и положительные постоянные с', с" такие, что и G H^iyt) и 
для любого & G N справедливо неравенство (2.6). 

ТЕОРЕМА 2.3. Пусть q > р2 и для почти всех х G П и любых £, £' G Мп '2, 
£ 7̂  £'? имеет место неравенство (2.5). Пусть (п — 1)/п < а < 1 и /[1п(1 + 
|/|)]°" G L1(Q). Тогда существует W-решение и задачи (2.3), (2.4) такое, что 

и GW^iSl) nW2>rp'q(Sl). 

ТЕОРЕМА 2.4. Пусть q > р2 и для почти всех х G П и любых £, £' G Мп '2, 
£ 7̂  £'? имеет место неравенство (2.5). Пусть 1 ^ m < nq/(nq — п + q) и 
f G Lm(Q). Тогда существует W-решение и задачи (2.3), (2.4) такое, что 

о о 
для любого X G [l, -(g — l)m*) справедливо включение и G И /1 '2Л(П)ПИ /2 'Л(П). 

Сформулированные теоремы являются следствиями замечания 2.3 и лемм 1.10, 
1.11. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2.4. Е с л и т ^ nq/(nq — n + q), f G Lm(Q) и для почти всех ж G П 
и любых £, £' G Мп '2 имеет место неравенство 

£ [ Л » ( * > £ ) - Л а ( * , £ ' ) ] ( £ а - О ^ 0 , 
а £ А 
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то существует И^-решение и задачи (2.3), (2.4) такое, что и Е W^pify-
Это следует из того, что при указанных условиях функция / естественным об-

о . 

разом порождает линейный непрерывный функционал на WV»(^) и рассматрива­
емая задача вкладывается в обычную схему теории монотонных операторов (см., 
например, [8]). 
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