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G-СХОДИМОСТЬ И УСРЕДНЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ
ОПЕРАТОРОВ ДИВЕРГЕНТНОГО ВИДА С ПЕРЕМЕННОЙ ОБЛАСТЬЮ

ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Изучаются понятия G-сходимости и сильной G-сходимости
последовательности эллиптических операторов A,:W1'm(£2I)-»(W1'm(QJ))\
где £ls, s = 1, 2, ..., - перфорированные области, содержащиеся в
ограниченной области Й с R". Устанавливается, что G-сходимость опера-
торов As сопровождается сходимостью решений некоторых уравнений и
вариационных неравенств, связанных с операторами As, доказывается
теорема о выборе из последовательности {As} сильно G-сходящейся
подпоследовательности. Показывается, что при условии периодичности
перфорации областей Q̂  и определенных предположениях относительно
коэффициентов операторов As имеет место сильная G-сходимость {As} к
оператору A:W1-m(Q)-^(Whm(il))' с эффективно вычисляемыми коэффи-
циентами.

Введение

В настоящее время достаточно хорошо развита теория G-сходимости дифферен-
циальных операторов дивергентного вида с единой областью определения (см., напри-
мер, [1-11]). В рамках этой теории изучены задачи усреднения для линейных и нели-
нейных уравнений с быстро осциллирующими коэффициентами в постоянной области.
Представляет интерес построение аналогичной теории для операторов с переменной
областью определения и ее приложение к усреднению краевых задач в переменных
(например, перфорированных) областях. В связи с этим отметим, что в работах по
усреднению краевых задач в перфорированных областях в основном изучены задачи
для вариационных уравнений [12-24] и задача Дирихле для нелинейных эллиптических
уравнений общего дивергентного вида второго порядка [25-28]. Результаты же данной
работы о G-сходимости операторов с переменной областью определения позволяют
для некоторых типов перфорированных областей решить вопрос об усреднении в та-
ких областях задачи Неймана для нелинейных эллиптических уравнений общего
дивергентного вида.

Работа состоит из двух параграфов. В § 1 изучается G-сходимость абстрактных
операторов с переменной областью определения. Описывается связь G-сходимости
операторов со сходимостью решений соответствующих операторных уравнений и
вариационных неравенств. Доказывается теорема о выборе из рассматриваемой
последовательности операторов G-сходящейся подпоследовательности.

В § 2 изучаются понятия G-сходимости и сильной G-сходимости последовательнос-
ти эллиптических операторов As дивергентного вида, действующих из Соболевских



пространств Wx'm(Qs) в сопряженные с ними пространства (Wl'm(Qs))*, где Q.s, s =
= 1, 2, ..., - некоторые перфорированные области, содержащиеся в фиксированной
ограниченной области й с R". Относительно коэффициентов операторов Л^ предпо-
лагаются выполненными определенные условия регулярности и монотонности. С по-
мощью результатов § 1 устанавливается, что G-сходимость операторов As сопро-
вождается сходимостью решений некоторых уравнений, связанных с операторами As, a
также вариационных неравенств с препятствиями, доказывается теорема о выборе из
последовательности {As} сильно G-сходящейся подпоследовательности. Наконец, пока-
зывается, что при условии периодичности перфорации областей Qs и некоторых
дополнительных предположениях относительно коэффициентов операторов As имеет
место усреднение этих операторов, т.е. их сильная G-сходимость к оператору

A: Wl'm(Q.) -» (Wlm(£2))* с эффективно вычисляемыми коэффициентами.
Рассматриваемые понятия G-сходимости и сильной G-сходимости операторов As —

аналоги понятий G-сходимости и сильной G-сходимости эллиптических операторов с
единой областью определения [4, 9]. Отметим, что существенным моментом получе-
ния результата о выборе из последовательности {As} сильно G-сходящейся подпосле-
довательности является включение операторов As в семейство так называемых

сдвинутых операторов A*'v аналогичного вида, параметризованных функциями

ф е Lm(Q), \/ € {Lm(Q))n. Для доказательства сильной G-компактности нелинейных эл-
липтических операторов с единой областью определения идея включения этих опера-
торов в семейство сдвинутых операторов была предложена в [8, 9]. Отметим еще, что
общая теорема выбора для вариационных задач в перфорированных областях дока-
зана в [40]. Наконец, заметим, что все результаты § 2, кроме относящихся к вариа-
ционным неравенствам с препятствиями, могут быть перенесены на случай опера-
торов, определенных на пространствах Wk'm{Q.s), k>\.

Отдельные результаты статьи анонсированы или доказаны автором в работах
[29-34].

§ 1. G-сходимость абстрактных операторов

1.1. Предположения и обозначения. Для любого s e N Ws - вещественное реф-
лексивное сепарабельное банахово пространство с нормой II • II,. Если s e N, то 0̂  -

нуль в Ws, II • IIQ^ — некоторая вспомогательная норма в Ws, W s — пространство,

сопряженное с Ws, || • ||t - норма в W s. W — вещественное рефлексивное сепара-

бельное банахово пространство с нормой II • II, 9 - нуль в W, II • Но - вспомогательная

норма в W, относительно которой шар [и е W: II и II « 1) есть предкомпакт, W* -

пространство, сопряженное с W, II • II* - норма в W*.
Для любого s е N qs- линейное отображение W в Ws. Выполняются условия:
если и е W, s e N, то И^и11,=£ Ии11, Н ^ м 1 1 0 ^ Нм110; (1.1)

если ие Wл Шп11^и1105 = 0, то и = 6. (1.2)

Для любого s е N Ls — множество всех линейных непрерывных отображений Ws в
W. ¥ — множество всех последовательностей {ps}, удовлетворяющих следующим
условиям: для любого j e N ps е Ls; sup\\ps\\L <°°; если s € N, и е Ws, то

s s

qs(psu) = и. Предполагается, что Т* 0 ,



Заметим, что к > 1. Действительно, взяв {ps} е Ф, s е N, и е Ws, u& Qs, в силу
(1.1) имеем

Следовательно, sup \\ps\\, 3s 1. А поскольку здесь [ps] е 2> произвольна, то к ^ 1.
s s

1.2. Определения и вспомогательные предложения.
О п р е д е л е н и е 1.1. Пусть для любого s e N us e Ws. Будем говорить, что

последовательность {us} ограничена, если ограничена последовательность норм II us\\s.

Аналогично, если для любого s e N fs eW*, то ограниченность последовательности

{fs} означает ограниченность последовательности норм И/^И*>5.

О п р е д е л е н и е 1.2. Пусть для любого s e N us e Wf, и е W. Будем
говорить, что последовательность {us} слабо сходится к и, если последовательность
{us} ограничена и lim\\us -qsu\\0 s = 0.

5->oo '

Легко видеть, что если и е W, то последовательность [qsu\ слабо сходится к и.
П р е д л о ж е н и е 1.1. Пусть для любого s e N us e Ws, причем после-

довательность [us] ограничена. Тогда из этой последовательности можно выделить
слабо сходящуюся подпоследовательность.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем [ps] e Т. Последовательность {psus} ограничена
в W и, следовательно, в силу рефлексивности W существуют возрастающая после-
довательность [s,] с N и и е W такие, что PsuSi -»и слабо в W. Тогда, используя

предположение относительно нормы II • Мо, получаем, что \\pSiuSi - м110 —» 0. Отсюда и

из (1.1) выводим, что последовательность {us} слабо сходится к и. Предложение

доказано.

П р е д л о ж е н и е 1.2. Пусть для любого seN us eWs, и eW, причем после-
довательность {м5} слабо сходится к и. Тогда для любой последовательности
{ps}e !P psus -> и слабо в W.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть [ps] e Т. Предположим, что последовательность
[psus] не сходится слабо к и BW. Тогда существуют возрастающая последова-
тельность {s,J C N H V E W, D / M , такие, что psus -» v слабо в W. Отсюда и из
слабой сходимости {us} к и вытекает, что l imll^(v-u)l l O 5 = O. Из этого равенства и

условия (1.2) следует, что ь = и. Но это противоречит неравенству х> Ф и. Полученное
противоречие говорит о том, что psus -> и слабо в W. Предложение доказано.

П р е д л о ж е н и е 1.3. Пусть для любого s е N use Ws, и е W, причем
последовательность {us} слабо сходится к и. Тогда

' С1-3)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем произвольное е > 0 и последовательность {ps} e
е Т такую, что

sup 11 p s I lx s£ к + е. (1.4)

В силу предложения 1.2. limll/^MjIlsHlull. Отсюда и из (1.4) вытекает, что

Переходя в этом неравенстве к пределу при е -» 0, получаем (1.3). Предложение
доказано.
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О п р е д е л е н и е 1.3. Пусть для любого s € N us e Ws,u е W. Будем говорить,

что последовательность {и,} сильно сходится к и, если limllu, —qsu\\s = 0.

Используя условие (1.1), легко показать, что сильная сходимость последова-
тельности us е WsKue W влечет слабую сходимость этой последовательности к и.

О п р е д е л е н и е 1.4. Пусть для любого j e N fse W*, f eW*. Будем гово-
рить, что последовательность {fs} сильно сходится к/, если из того, что для любого
s e N us e Ws, и е W и последовательность {м }̂ слабо сходится к и, следует
равенство

lim (/,,«,) = </, и).

Из предложения 1.2 вытекает, что если / е W* и {ps} e ¥, то последовательность

if ° Ps) сильно сходится к/. •

П р е д л о ж е н и е 1.4. Пусть для любого j e N fss W*, f e W*, причем после-
довательность {fs} сильно сходится к f. Тогда для любой последовательности
[ps] е Vимеем

\xm\\fs-foPs\\ = 0 . (1.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть [ps] e !Р. Предположим, что последовательность

норм \\fs -f°ps\\* s не сходится к нулю. Тогда существуют е > 0 и возрастающая

последовательность [st] с N такие, что

WeN \\fSt-foPst\\tSi>e. (1.6)

Положим для любого f e N gt = fs -f°Ps- Из (1.6) следует, что найдется ограни-

ченная последовательность wt e Ws такая, что

VfeN < f t f W f > 3 . I . (1.7)

Поскольку последовательность г), = #, wt ограничена в W, существуют возрастающая

последовательность {?,•) с N и v e W такие, что t>(j —*\) слабо в W. Отсюда и из

сильной сходимости (/j) к/следует, что {gt., иу) -» 0. Но это противоречит (1.7).

Полученное противоречие доказывает (1.5).

П р е д л о ж е н и е 1.5. Пусть для любого s e N fseW*,feW*, причем

последовательность {fs} сильно сходится к/. Тогда

(1-8)

(1.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем произвольное е > 0, и пусть ие W, причем
II и II « 1 и

11/11.«</,и) + е. (1.10)

Используя сильную сходимость {/j} к/, слабую сходимость {qsu} км и (1.1), уста-
навливаем, что

(f,u)= Um(fs,qsu)^M



Отсюда и из (1.10) вытекает неравенство

11,-е.

Переходя в этом неравенстве к пределу при е —» 0, получаем (1.8).
Получим теперь (1.9). Возьмем произвольное £ > 0 и последовательность {ps} e <£'

такую, что

(1.11)

Для любого j e N имеем

и / А , « n / ° p , i k v

Отсюда, используя (1.11), сильную сходимость {/,} к / и предложение 1.4, выводим,
что

Переходя в этом неравенстве к пределу при £ —» 0, получаем (1.9). Предложение
доказано.

1.3. Последовательность операторов As: WS—>WSH определение ее G-сходимости.

Пусть т > 1, т' = т/(т - 1), 0 < тх « min(m, rri), т2 ~5* тах(/и, 2), А, 5г 1, и

пусть для любого s е N As — оператор из Ws в Ws, причем а = supll А50̂ М* , < « и для

любых i 6 N , « , i ) e f f , справедливы неравенства

' t ) l l ™ 1 , (1.12)

(Asii-Asv,u-v)^ X-\l+\\u\\s+\\x>\\s)
m-m2\\u-x>\\™2. (1.13)

Получим некоторые полезные в дальнейшем следствия из этих неравенств. Поло-

жим ц = 2т2Х(а + 1). Из (1.12), (1.13) выводим, что для s е N и и е Ws

l), (1.14)

т ' . (1.15)

В силу неравенств (1.12)—(1.15) операторы As обратимы [35]. Используя (1.15) и

неравенство Юнга, устанавливаем, что для s е N и / е Ws

1 H ^ + m > m ' + 1 . (1.16)

Отсюда и из (1.13) выводим, что для s e N и/.g е W*

1 '

\\AJlf -A;lg\\s^ т'\1т'+\1+\\/\\^+\\Е\\^Г-1\\/-g\Q-1. (1.17)

О п р е д е л е н и е 1.5. Пусть А - обратимый оператор из W в W*. Будем гово-
рить, что последовательность {As} G-сходится к оператору А, если из того, что для

любого seN fseW*, f e W* и последовательность [fs] сильно сходится к/, выте-

кает, что последовательность {A~'/s} слабо сходится к А"1/.

Данное определение является аналогом определения G-сходимости абстрактных
операторов с единой областью задания [4].

В следующем пункте будет полезен такой результат.
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П р е д л о ж е н и е 1.6. Пусть А — обратимый оператор из W в W* и последо-
вательность {As} G-сходится к оператору А. Тогда оператор А строго моно-
тонен.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть и, х> е W, причем и Ф х>. Возьмем последова-

тельности fs,gs е W*, сильно сходящиеся соответственно к Аи, Аи, и положим для

любого s e N us = A~lfs, x>s = A~lgs. В силу G-сходимости {As} к А последовательности
[us], {x>s} слабо сходятся соответственно к и, V. Из (1.13) следует, что для произ-
вольного s е N

Отсюда, используя ограниченность последовательностей {us}, {x>s}, сильную сходи-
мость {fs-gs} кАи-Ах), слабую сходимость {us-vs} ки-х> и предложение 1.3,
выводим, что при некотором о О

11 и - Dl Г 2 s; с( Аи - Av, и - и).

Из этого неравенства и неравенства и Ф х> вытекает, что (Аи - At), и — и) > 0.

Следовательно, оператор А строго монотонен. Предложение доказано.
Другие свойства G-предельного оператора будут получены в п. 1.5.
1.4. О связи G-сходимости операторов As со сходимостью решений операторных

уравнений и вариационных неравенств. Непосредственно из определения 1.5 выте-
кает, что если последовательность {As} G-сходится к обратимому оператору A: W —>

—> W*, последовательность fs e W* сильно сходится к / е W*, то решения us урав-

нений Asu =fs слабо сходятся к решению уравнения Аи =/.
Сформулируем один результат относительно решений уравнений Asu + Tsu = fs.

ТЕОРЕМА 1.1. Пусть А - обратимый оператор из W в W* и последо-
вательность {As} G-сходится к оператору А. Пусть для любого j e N Ts -

оператор из Ws в W*, Т-оператор U3W в W*, причем выполняется условие:

если последовательность vs e Ws слабо сходится к
\)е W, то последовательность {Tsx>s} сильно сходится к 7\>. (1-18)

Пусть последовательность fs e W* сильно сходится к / е W*, последовательность

us G Ws слабо сходится к и е W, для любого s e N Asus + Tsus = fs. Тогда Аи + Ти = /.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как для любого s e N us= A~] (fs - Tsus) и ввиду
условия (1.18) {/j - Tsus) сильно сходится к / - Ти, то в силу G-сходимости [As] к А
последовательность {us} слабо сходится к A~l(f - Ти). Но поскольку {us} слабо
сходится к и и в силу (1.2) слабый предел единствен, то и =A~1(f- Ти). Следо-
вательно, Аи + Ти = /, и тем самым теорема доказана.

ТЕОРЕМА 1.2. Пусть А - обратимый оператор из W в W* и последователь-
ность [As] G-сходится к оператору А. Пусть для любого s е N Vs - непустое
множество в Ws, V — непустое множество в W, причем выполняются условия:

если последовательность \)s e Ws слабо сходится к
\) е W, Ni - бесконечное подмножество N и Vs e Nj (1.19)
Uj e V,, то х> е V;

если последовательность gs e W* сильно сходится

к g e A(V), то существует последовательность

А~'^5П5 = 0. (1-20)



Пусть последовательность fs e W* сильно сходится к / е W*; VJ е N us е Vs;

VseN,V\)eVs (Asus-fs,v-us)^O. (1.21)

Тогда существует элемент и е V такой, что
a)V\)eV (Au-f,v-u)^O;

б) последовательность {us} слабо сходится к и;
в) последовательность {Asus} сильно сходится к Аи.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего заметим, что последовательность {us}

ограничена. Действительно, в силу условия (1.20) существует ограниченная последова-
тельность yse Vs. Согласно (1.21) для произвольного seN(Asus- fs,ys-us)^ 0.
Отсюда, используя ограниченность последовательностей {/jj, {ys}, неравенства (1.14),
(1.15), получаем, что {и,} ограничена. Тогда в силу предложения 1.1 существуют
возрастающая последовательность {s,}<z N и и е W такие, что {и^} слабо сходится к

и. Отсюда и из условия (1.19) вытекает, что и е V.

Зафиксируем последовательность gs sW*, сильно сходящуюся к Аи. Согласно

условию (1.20) существует последовательность ws e V̂  такая, что

Um\\ws-A;lgt\\, = 0. (1.22)
S—»°o

Отсюда и из того, что в силу G-сходимости {As} к А последовательность {A~lgs} слабо
сходится к и, вытекает, что и последовательность [ws] слабо сходится к и. Кроме
того, из (1.22) и (1.12) следует, что

Шп11Д^-&11, =0. (1.23)

Положим х = sup(llujl5 +11 Wjllj). Для произвольного s e N имеем
s

(Asus - Asws, us -ws) = {Asus - fs,us -ws) + (fs -gs,us-ws) + (gs-Asws,us-ws).

Из этого равенства, используя (1.13) и (1-.21), получаем, что

Отсюда, учитывая (1.23), сильную сходимость [fs], [gs] соответственно к/, Аи и
слабую сходимость {MS( }, {ws} к и, выводим, что последовательность {uSf - ws>} сильно

сходится к 0. Тогда в силу (1.12)

Шп11А,м, -A.w, II», =0. (1.25)

Перейдем к непосредственному доказательству предложений а) - в) заключения
теоремы. Пусть v - произвольный элемент из V. Из условия (1.20) и G-сходимости
{As} к А следует, что существует последовательность vs e Vs, слабо сходящаяся к г).
Положим х, = sup 11 vs I l s. Для произвольного s € N имеем

Из этого равенства и (1.21) вытекает, что

(gs -fs<vs -и,>> - ( T + T,)(IIA,W, -я,11.., +НА,и, - A,wA, )•

Отсюда, используя (1.23), (1.25), сильную сходимость {gs}, {fs} соответственно к Аи,
/И слабую сходимость {i)s}, [us] соответственно к и, и, выводим неравенство

(Аи - /, X) - и) ^ 0, и тем самым предложение а) доказано.



Покажем справедливость предложения б). Предположим, что последовательность
{us} не сходится слабо к и. Тогда существуют возрастающая последовательность
{s't} с N и и'е W такие, что {и$.} слабо сходится к и' и и' Ф и. Аналогично тому, как

доказано выше для и, имеем и' е V и Vo € V (Au'-f, v-u') з» О. Отсюда и из пред-

ложения а) следует, что (Аи - Аи', и - и') =£ 0. Но так как и Ф и.' и в силу предложения

1.6 оператор А строго монотонен, то (Лм-Аи',м-м')>0. Полученное противоречие

говорит о том, что последовательность {us} слабо сходится к и, и тем самым пред-

ложение б) доказано.
Остается показать справедливость предложения в). Из (1.24), используя (1.23),

сильную сходимость \fs-gs] к / - Аи и слабую сходимость {us - ws] к 0, выводим, что
{us - ws} сильно сходится к 0. Тогда в силу (1.12)

lim 11 Asus - Asws 11* s = 0.

Используя это равенство, а также равенство (1.23) и сильную сходимость {gs} к Аи,
устанавливаем, что последовательность {А$и$} сильно сходится к Аи и, значит, предло-
жение в) справедливо. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 1.1. Решения us e Vs вариационных неравенств (1.21) существуют
в предположении о замкнутости и выпуклости множеств Vs в соответствующих прост-
-ранствах Ws [35].

Рассмотрим некоторые примеры выполнения условий (1.19) и (1.20).
П р и м е р 1.1. Пусть для любого i e N фЛ:И^ -» R - выпуклый функционал,

(p/Oj) «О, ф: W -» R, причем выполняется условие:

если последовательность i)s e Ws слабо сходится к

\ ) Ё № , ТО l im9 i (
/ u J ) = Ф(1>). (1-26)

Пусть а > 0, Vs

Vs = {и е Ws: фДи) « а } , V = {и е W: ф(и) *s а}.

Множества V,, К непустые, поскольку Vs 0^ е Vs и ввиду слабой сходимости {0̂ } к 0 и
условия (1.26) 0 е V. Используя условие (1.26), легко проверить, что для множеств Vs,
V выполняется условие (1.19). Если же последовательность [As] G-сходится к
обратимому оператору A: W —> W*, то выполняется и условие (1.20). Действительно,
пусть [As] G-сходится к обратимому оператору A: W -» W*, и пусть последова-
тельность gs e W* сильно сходится к g e A(V). Тогда, полагая для любого s

ws = а(а+1 ф, (AJlgs) - y(A-lg)\)"! A; 1 ^,

получаем, что V* ws e Vs и, используя (1.26), limllw^ -A~1gs\\s = 0. Значит, условие

(1.20) выполняется.

П р и м е р 1.2. Пусть последовательность hs e W* сильно сходится к h e W*,

причем Vs Whs\\ts * 0, IIMI» Ф 0, а е R. Положим Vs

Vs={ueWs:(hs,u) = a], V = {ие W:(h,u) = a].

Легко убедиться в том, что множества Vs, V непустые и для них выполняется условие
(1.19). Если же последовательность {As} G-сходится к обратимому оператору A: W —»
—> W*, то выполняется и условие (1.20). Действительно, пусть {As} G-сходится к

обратимому оператору A: W —» W*, и пусть последовательность gseW* сильно
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сходится к g e A(V). Тогда, взяв элемент е е W такой, что {h,e)>0, последова-

тельность es е Ws, слабо сходящуюся к е и такую, что Vs {hs,es) э= — (Л,е), и полагая

для любого s

ws = A;xgs - « Л , , Л ; 1 ^ ) - <h, A~xg)){hs,esГ
1 es,

устанавливаем, что Vs ws e Vs и limllw s-Aj'gj 11̂  = 0. Значит, условие (1.20) выпол-

няется.
1.5. О выборе из последовательности {A J G-сходящейся подпоследовательности.

Теореме о выборе из последовательности {As} G-сходящейся подпоследовательности
предпошлем доказательство одного вспомогательного результата.

Положим Хо = (|XK)7mm'm2, mo=m'mi(m'm2-mly\

П р е д л о ж е н и е 1.7. Пусть {s,} - возрастающая последовательность из N,
В - оператор ueW* eW и выполняется условие:

если последовательность fs e Ws сильно сходится к

/ е W*, то последовательность {AJlfs} слабо (1.27)

сходится в Bf.

Тогда оператор В обратим и для любых f, g € W* имеем

\\f-g\\?'^'k0(l+\\Bf\\+\\Bg\\)'n-mo\\Bf-Bg\\mo, (1.28)

(1.29)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть/, g е W*, и пусть последовательности fs,gs e W*
сильно сходятся соответственно к/, g. Применяя к/,, gs неравенство (1.17), а затем
используя неравенство (1.9), условие (1.27) и предложение 1.3, устанавливаем, что

(1.30)

Положим для любого s e N us = AJ}fs, x>s = AJxgs. И з (1.12) и (1.13) вытекает, что

для произвольного s e N

Отсюда, используя неравенство (1.16), предложение 1.5 и условие (1.27), выводим, что

Uf-g\\f^(\iK)(m+3)m\l + \\f\\t+\\g\\t)
m"-m'(f-g,Bf-Bg), (1.31)

где т"=т'т2 / Щ. Кроме того, с помощью неравенств (1.14), (1.15), (1.8) и условия
(1.27) устанавливаем, что

^ ' r ' ^ n ) . (1.32)

Используя это неравенство и аналогичное неравенство для g, из (1.31) выводим нера-
венство (1.28).

Далее, в силу (1.13) и (1.16) для произвольного s e N

Отсюда, используя неравенство (1.9), условие (1.27) и предложение 1.3, получаем
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Из этого неравенства, неравенства (1.32) и аналогичного неравенства для g выводим
(1.29).

Остается заметить, что обратимость оператора В вытекает из неравенств (1.30) и
(1.31), справедливых, как установлено, для произвольных/, g e W* [35]. Предложение
доказано.

З а м е ч а н и е 1.2. Из предложения 1.7 следует, что если последователь-
ность {As} G-сходится к обратимому оператору A: W -» W*, то для любых
и, \>е W

\\Au-A\A\f «А.о(1+11и11+11и11)т-то11и-и1Г°, (1.33)

(1.34)

ТЕОРЕМА 1.3. Из последовательности {As} можно извлечь подпоследова-
тельность, G-сходящуюся к обратимому оператору A: W —» W", удовлетворяющему
при любых и, 1) е W неравенствам (1.33) и (1.34).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {рЛей»,к0 =supllp IL , для л ю б ы х / е W* и

s е N и/ = A~l(fops). В силу (1.16) и (1.17) для произвольных/, g e W* и s e N

/ ' ' ' + \ (1.35)

. (1-36)

Пусть if — счетное, всюду плотное множество в W*. Используя неравенства (1.35) и
предложение 1.1, устанавливаем, что существуют возрастающая последовательность
{s,} с N и оператор В(,: Н —>W такие, что

V/ € Я {и/} слабо сходится к Bof. (1.37)

Из (1.36), (1.37) и предложения 1.3 вытекает, что для любых/, g s H

(1.38)

где M(f, g) - правая часть неравенства (1.36). Тогда если/е W*, {/•} е Я , / —^/сильно
в W*, то последовательность [В^} сильно сходится к некоторому элементу, причем
этот элемент в силу (1.38) не зависит от самого выбора последовательности {/} с Я,
сильно сходящейся к / в W*. Поэтому можно определить оператор В из W* в W,
полагая для / б W* Bf = limfi0/-, где {/•} cz H, ft -> f сильно в W*. Ясно, что В

является продолжением оператора BQ. С помощью (1.36) и (1.37) устанавливаем, что

V/ е W* {и/} слабо сходится к Bf. Отсюда, используя неравенство (1.13) и предло-

жение 1.4, выводим, что выполняется условие (1.27). Тогда согласно предложению 1.7

оператор В обратим, и для любых/, g e W* справедливы неравенства (1.28), (1.29).

Положим А = В"1. Тогда А - обратимый оператор из W в W* и в силу условия (1.27)

последовательность {AS/} G-сходится к А. Кроме того, взяв произвольные и, х> е We.

подставив в (1.28), (1.29)/=Аи, g =Ax>, получаем неравенства (1.33), (1.34). Теорема
доказана.

З а м е ч а н и е 1.3. Аналогично изложенному в теореме 1.3 устанавливается,
что из всякой подпоследовательности последовательности {As} можно извлечь G-
сходящуюся подпоследовательность. Это свойства последовательности {As} является
аналогом свойства G-компактности последовательностей операторов с единой об-
ластью определения [4,7-9].
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§ 2. G-сходимость и усреднение эллиптических
операторов, связанных с перфорированными областями

2.1. Предположения и обозначения. Пусть п е N, п > 2, Q - ограниченная область
в R" с липшицевой границей, {£2̂ } - последовательность областей в R", содержащихся
в Q. Предполагается, что существуют постоянная v > 1, конечные множества Js (s €

е N), точки xJ

s e Q. и числа г/ > 0(s efi,jeJs) такие, что

V s e N Q\Cls= U fis

;; (2.1)

lim max rj = 0; (2.2)
s->~ 7e7s

Vs e N, V; e У, 2(v - l)r/ « p ' ; (2.3)

где BJ - замкнутый шар с центром в точке д:̂  и радиусом г/, р^ - расстояние от В{ до

множества U Bl

s u 3Q.
f

Пусть т > 1, ^ ' " " (Q) - банахово пространство, состоящее из всех функций и е
е Lm(Q), имеющих обобщенные производные Э,к е Lm(Q), i = 1,...,л; ИИ- стандартная
основная норма в W1>m(£i), 0 - нуль в W1'm(Q), II • 110 - вспомогательная норма в
VF l m(Q), совпадающая с сужением на W1-m(Cl) нормы в Lm(Q.), II • II* - норма в
(W1>m(Q))*. Для любого s e N И^1т(О^) - банахово пространство, определяемое
аналогично Wl'm(Q), II • 11̂  - стандартная основная норма в W1-m(Q.s), Qs - нуль в
W1-m(Cls), II • IIO>J - вспомогательная норма в W^lm(Qs), совпадающая с сужением на
W1>m(Q,) нормы в /-т(й^), II • N*,j- норма в (W lm(Q))*. Если s e N,roqs - отображе-
ние W1>m(£2) в W1/n(Q.s) такое, что для любого и е Wl'm(Q.) qsu = м|п ; Ls - множество

всех линейных непрерывных отображений iy l m(Q J) в W1>m(Q); T- множество
всех последовательностей [ps], удовлетворяющих условиям: для любого
s 6 N ps € £.; supll/7,IL < °°; если s e N, и е И"-т(О5), то qs(psu) = и.

S *

2.2. Вспомогательные предложения.
П р е д л о ж е н и е 2.1. Пусть и е Wlm(fi), причем

110, = 0. (2.4)

Тогда м = 0 почти всюду на Q.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условий (2.1)—(2.3) следует, что для любого куба

Q<zQ

! immes(<2nQ s )ss(l-v~")mes(2. (2.5)

Отсюда вытекает, что для всякой неотрицательной функции <р е L'(Q) справедливо
неравенство

lim J <fx£c25(l-v-n)J(|k£c.

Применяя это неравенство к ф = 1м1т и используя (2.4), устанавливаем, что и = 0 почти
всюду на Q. Предложение доказано.

Введем обозначения: если s € N vij e Js, то BJ

SV - открытый шар с центром в точке
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х{ и радиусом vij,E{ = BJ

SV \ BJ

S. Заметим, что в силу условия (2.3) шары B}

sv

содержатся в Q и в[ v n Bl

s v = 0 при j ФI. Поэтому V? е N (J Е{ с £2S.

П р е д л о ж е н и е 2.2. Существуют последовательность {ps} e Фи постоян-
ная С > О такие, что для любых s е N, и е ^•'"(Qj), _/ е Js

( £ / ) . (2.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть В; - замкнутый шар с центром в нуле и радиусом 1,
Bv - открытый шар с центром в нуле и радиусом v, Е = BV\B1; для любой функции

и е Wl<m(E) (и)- среднее значение и на Е. В силу гладкости границы области £
существует линейное непрерывное отображение pQ: Wl-m(E) -> W1'm(Bv) такое, что
VM е 1У1>т(£) (рои)^Е = м- Норму отображения /?0 обозначим через v0. Пусть теперь
р - отображение W1-m(E) в Wl-m(Bv) такое, что VM е И/1-ш(£) ри = ро(и - (и)) + (и).
Легко убедиться в том, что отображение р линейное и непрерывное, причем VM б
е Wl'm(E) (ри)\Е = и. А так как согласно [36, с. 74] существует Vj > 0 такое, что для
любой функции и е W •"•(£) с нулевым средним значением на Е

то для произвольных и е W*•""(£) и / е {1,..., и} имеем

. (2.7)

Норму отображения р обозначим через V2- Определим отображения fj, gJ

s следую-

щим образом: если s e N,7 e Js, то // - отображение Wl'm(EJ

s) в W]'m(E) такое, что

для любых м е Wl'm(EJ

s) и х е Е

g{ - отображение W1>m(Bv) в W*'m(BJ

sv) такое, что для любых м е Wx<m{Bv) и х е B/v

(^н)(*) = и ( ( | / ) - 1 ( * - ^ ) ) .

Положим для любых 5 е N и У G /j р{ = g{° Р° //• Нетрудно убедиться в

том, что р{ - линейное непрерывное отображение Wl'm(EJ

s) в Wl'm(BJ

sv) и

VM е Whm (£/') (р/и)| . = и. Кроме того, для s е N, у € Js, и е W1>m (£/') имеем

^ ^ , ^ ^ . (2.8)

и в силу (2.7)

l i a , ( p > ) l l t m ( < v ) ^ v o v , | I I ^ M I I ^ , / = !,...,«.

Пусть теперь для любого s e N p $ - отображение W}-m(£ls) в IV1-"(Д) такое, что

для м е ^••"(nj) (р5м)(х) = и(х), если х е П . и (р5м)(^) = (p's (u\Ej))(x), если xeBJ

s.

Используя неравенства (2.8), (2.9) и условие (2.2), устанавливаем, что {ps} E Т.
Положим С = n2v0V]. Используя (2.9), получаем, что для любых s e N, и в W1-m(QJ),
7 е Js имеет место неравенство (2.6). Предложение доказано.
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В силу предложения 2.2 2>* 0 . Отсюда, а также из предложения 2.1 и очевидных
неравенств 11<̂ и115«£ Null, М^и110^^11и110, справедливых для любых и е Wl-m(£l) и
s e N, вытекает, что пространства Wl'm(£ls), W1'm(Q) удовлетворяют всем условиям
п. 1.1. Значит, для этих пространств можно реализовать все определения и результа-
ты § 1. Имея это в виду, далее займемся изучением понятия G-сходимости дивергент-
ных эллиптических операторов, определенных на рассматриваемых Соболевских прост-
ранствах.

2.3. Последовательность эллиптических операторов As. Пусть т'= m / ( m - l ) ,
0 < mi =£ min(m, т"), т2 5» тах(от, 2), с 3* 1, и пусть для любых s e N и

1 е {0,1,...,и} а] - каратеодориевская функция на QxRxR", причем для любых s e N,

х е Q, \, £' € R, Л» Л' е R" справедливы соотношения

I la/(jc,O,O)l=O, (2.10)
(=0

£
i=0

(2.11)

(2.12)

Для дальнейшего заметим, что из этих соотношений следует, что для любых s e N,
х е Q, % е R, Л е К" имеют место неравенства

£ \а^х,^ц)\т'^с(1+\^\+\ц\)т, (2.13)
;=о

£ 1 - 1 ] . (2.14)

Определим операторы As. Если s e N, то Л^- оператор из
такой, что для любых и, и е ИЛ-|И(£2,)

= J I а,(:с,н,н)Э1Я) а5(д:,и,и)«[
ns Li=i J

В силу (2.10) Vs e N IIAS9SII. s = 0, а в силу (2.11), (2.12) для любых se N и и, \> е
е VK1>m(Qj) справедливы неравенства (1.12), (1.13) с постоянной X > 1, зависящей
только от и, т, т2, с и mes Q. Значит, операторы As обратимы и для них справедливы
все результаты пп. 1.3-1.5 с соответствующей заменой в их формулировках Ws на
Wl-m(ns),W на W^iCi).

2.4. О связи G-сходимости операторов As со сходимостью решений краевых задач.
Из определения 1.5, переформулированного для рассматриваемых Соболевских
пространств и операторов As, вытекает, что G-сходимость последовательности
[As] сопровождается слабой сходимостью решений задач Неймана для
соответствующих эллиптических уравнений. Теорема 1.1 описывает предел
последовательности решений задач Неймана для уравнений с операторами As + Ts,
где Ts: W1'm(QJ) —> (W1'm(fllj))* - операторы, связанные с некоторым оператором
Т: Wl'm(Ci.) —» (Wl'm(Cl))* условием (1.18). Приведем пример выполнения этого
условия.
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П р е д л о ж е н и е 2.3. Пусть выполняется условие:

существует ограниченная измеримая функция b наО.

такая, что для любого куба Q с Q lira mes(Qn Q.s) = \bdx. (2.15)
S-»~ Q

Пусть а - каратеодориевская функция на QxR такая, что для любых х е О.,

4,§'е R, a(x,O) e Lm'(Q) имеем

\а(х^)-а(х^)\т'^а(1+\^\+\^\)т-^-^, (2.16)

где а > 0, 0 < Р =£ т. Пусть для любого s е N Г, - оператор из W1-m(£ls) в

(W1'1"^))* такой, что

<7>,-о>= J 1

Т-оператор из W"-m(Q) в (\У''т(П))* такой, что

(Ти,ъ) = \Ьа(х,и)х>ах (и,х>е Wlm(Sl)).
а

Тогда если последовательность us eWlm(Qs) слабо сходится кие W1 'm(Q), т о

последовательность {Т^} сильно сходится к Ти.
Доказательство этого простого результата основывается на использовании (2.16) и

того факта, что в силу (2.15) для любой функции ф е Ll(Q.)

lim J (|*£c= jbydx.
S - > ~ Q J a

З а м е ч а н и е 2.1. Из предложения 2.3 вытекает, что если выполняется усло-

вие (2.15), \|/€ Lm'(Q), VJ fs e (WUm(tts))*,/e (W1'1"(il))*, причем

то последовательность {fs} сильно сходится к/.
Покажем, что G-сходимость операторов As сопровождается слабой сходимостью

решений смешанных задач (условие Дирихле на Э£2, условие Неймана на границах
шаров В{) для соответствующих уравнений.

Введем обозначения: если s e N, то W o

l m ( Q J - замыкание в W lm(Qj) множества

о 1'т

всех функций класса С°(£2$), носители которых содержатся в Q; W ( Q ) - замы-

кание в Wlim(Q) класса функций

ТЕОРЕМА 2.1. Пусть А - обратимый оператор из W l m (Q) e (Wlm(£i))* и
последовательность [As] G-сходится к оператору А. Пусть последовательность

<ps e Wlm(Cls) сильно сходится к ф е W^Q.), а последовательность fs € (W l m(Q i))*

сильно сходится к f е (W1>m (£2))*. Яусть Vs е N и, е ф, + W0

1>m (Q s );

V5eN,VDeW 0

1 'm(Q i) <ЛА,1)> = </„г)). (2.17)

о
Тогда существует функция и е ф + W m (Q) такая, что

hm < ) <> ( 2 Л 8 )

ы последовательность [us] слабо сходится к и.
Доказательству теоремы предпошлем следующие два предложения.
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П р е д л о ж е н и е 2.4. Пусть последовательность v>s e W1'm(QJ) слабо схо-

дится к мв Wlm(£l), Ni - бесконечное подмножество N и Vs e JV, x>s e И$>|В(а,).

Тогда beWlm (ft).
П р е д л о ж е н и е 2.5. Пусть А - обратимый оператор из Wl'm(£t) в

(1У1>т(£2))* и последовательность [As] G-сходится к оператору А. Пусть

ф е Whm(£2), V = ф + W hm (ft), последовательность gs e (Wl'm(Q, ))* сильно сходится

Kge A(V). Тогда существует последовательность x>s e WQ'"1 (Q.S ) такая, что

^ф-Л;^И, = 0. (2.19)

Доказательство предложения 2.4 не представляет затруднений. Поэтому остано-
вимся на доказательстве предложения 2.S.

о
Так как g e A(V), то найдется w e W (Q) такая, что g = А(ф + w). Пусть [w'} -

последовательность функции из CQ(Q) такая, что

VreN llvv'-wll^r1. (2.20)

Положим для любого (€ N g' = Л(ф +w'). В силу (1.33) и (2.20) существует щ > 0
такое, что для любого t e N

llg'-gllfssn,*-™0. (2.21)

Зафиксируем какую-нибудь последовательность {ps} e 2" и положим для любого
s е N и̂  = А71 (gоps)-qsy, для любых t, s € N u's= Af(g' °ps)-qsq>. В силу (1.17)
и (2.21) существует \i2 > 0 такое, что для любых ( , j e N

\\u's-us\\s^\l2r
a, (2.22)

где a =
Зафиксируем t e N и положим для любого s e N

В силу G-сходимости {As} к оператору А

lim os = 0. (2.23)

Положим теперь для произвольных £е{1,2, 3}n,?eN

£*={*€ft: d(x,dCi.)> k-Jo^}.

В силу (2.23)

lim mes(ft \ E3

S) =? 0. (2.24)

J-»oo

Покажем, что

lim J IVM̂ lmdbc = O (2.25)

Зафиксируем s'так, что Vs > s' E* Ф ф я suppw'c£j, и пусть для s<s' \fj=O
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на Q, для s 3= s' ys— функция из C°°(Q) такая, что 0 *£ \|/s =s 1 на О., \|/, = 0. на

Es, \|/s = 1 вне £5, IV\|/sls£ с'/л/о^ на Q (с' не зависит от s). Положим для любого

j e N и^=и^\|/5 ) MS=MJ + ^ 9 . Заметим, что в силу ограниченности [us] и (2.22),

(2.23) последовательность {ws} слабо сходится к 9. Ясно, что V$ eN

Отсюда получаем, что для любого 5 е N

at(x,us,VU,)dius +ao(x,us,Vus)u

= <s',p,w,> + p,, (2.26)

где p^ -» 0 в силу (2.13), ограниченности {us} и (2.22)-(2.24). Из равенства (2.26),
используя (2.14), (2.24) и слабую сходимость [ws] к 9, выводим равенство

(2.25). Далее, пусть для s < s^ (ps = 0 на £2, для s^ s' q>s e C^°(Q), причем О =S ф^ =б 1

на £2, Ф 5 =1 на Es, Ф̂  = 0 вне Es, Wq>s\^ с' I-^os на Q. Положим для любого

s eN v's = u's(ps. Имеем VJ sN v's e И ^ " 1 ^ ) и в силу (2.23), (2.25)

— и*11, = 0. (2.27)

Итак, для любого fe N имеется последовательность v's e W0'
m(Q s), удовлетво-

ряющая равенству (2.27). Легко убедиться в том, что существует возрастающая
последовательность { j ( )cN такая, что

VfeN, Vs>s, П ^ - м ^ И ^ Г 1 . (2.28)

Определим теперь последовательность \)s e W0'
m(Q.s) следующим образом: x>s =QS,

если j ^ 5j, \)s ='U i, если s( < s ^ 5(+1. Используя (2.28), (2.22), (1.17), сильную схо-
димость {gs} Kg и предложение 1.4, получаем равенство (2.19), и тем самым пред-
ложение доказано.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.1. Положим для любого s e N

Из условий теоремы и предложений 2.4,2.5 вытекает, что

1) если последовательность vs e W1'm(Qs) слабо сходится к и 6 W 'm(Q), Л^ - бес-

конечное подмножество N и Vs E Nr Ms e Vs, то \) 6 V;

2) если последовательность gs e(W 'm(Cls)) сильно сходится к g e A(V), то

существует последовательность ws e Vs такая, что limllи^ - А~ gs\\s = 0.

Таким образом, для рассматриваемых множеств и операторов выполняются условия
(1.19), (1.20). Кроме того, в силу (2.17) для любых s е N и х> е Vs

(Asus-fs, v-us) = Q.

Теперь из теоремы 1.2 выводим: существует функция ие V такая, что Vw e V

(Аи-/, и>-и)э=0 (2.29)

и последовательность {us} слабо сходится к и. Взяв произвольную функцию
18



о,
veW ' (Q) и подставив в (2.29) w = и ± х>, получим (Аи, t>) = (f, v). Тем самым (2.18)
установлено и теорема доказана.

2.5. О связи G-сходимости операторов As со сходимостью решений вариационных
неравенств. Покажем, что G-сходимость операторов As сопровождается слабой
сходимостью решений соответствующих вариационных неравенств с препятствиями.

ТЕОРЕМА 2.2. Пусть А - обратимый оператор из Whm(Q) в (Wl'm(Q))* и
последовательность [As] G-сходится к оператору А. Пусть последовательность

ф, е WUm(us) сильно сходится к ф е Wlim(O), для любого s е N Vs = {и е Wl'm(£ls):

u^<ps почти всюду на Q.s}, V = {ueW 'm(Q.): и ^ ф почти всюду на Q.}. Пусть

последовательность fs e(W 'm(Gls)) сильно сходится к fe(W'm(Cl)) . Пусть,
наконец, VseN useVs; V^eN, Vx>eVs, (Asus- fs,v-us)^0. Тогда существует
функция и в V такая, что Vt> е V {Аи - /,г> - и) ^ 0; последовательность [us] слабо
сходится к и; последовательность {Asus} сильно сходится к Аи.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы 1.2 для доказательства теоремы 2.2
достаточно проверить выполнение условий (1.19), (1.20) для рассматриваемых мно-
жеств и операторов. Проверим выполнение условия (1.19). Пусть последовательность

vs e Wl'm (£\) слабо сходится к ve W}>m (Q), Nt - бесконечное подмножество N и

Vs e Nj x>s € Vs. Зафиксируем какую-нибудь последовательность [ps] e ¥ и положим

для любого seN ws =тах{р5г)8,ф}. Ясно, что существуют возрастающая после-

довательность {st}czNl и weV такие, что ws -^w слабо в W1'm(Q.). Для s e Nx

почти всюду на Qs имеем I ^ W ^ - D ^ I ^ 1ф^-^ф1. Отсюда и из сильной сходимости

{ф̂ } к ф вытекает, что

ws - i) , llOs =0.
s s °s

Используя это равенство, слабую сходимость (D,| к D, {ws } к w, получаем, что

Отсюда и из предложения 2.1 выводим, что u = w почти всюду на Q и,
следовательно, x>eV. Значит, условие (1.19) выполняется.

Проверим теперь выполнение условия (1.20). Пусть последовательность

gs е (W 'm(Qs)) сильно сходится к g e A(V). Положим v> = A~ g, и пусть для любого
se N

Es={xeQ.s: x>s

В силу G-сходимости {As} к А последовательность {x>s} слабо сходится к г). Отсюда
и из сильной сходимости {ф,} к ф вытекает, что

lira 8, = 0. (2.30)

А так как в силу включения х> е V для любого se N mesEs =s (mesQ) m ~ 8S, то и

limmesf^O. (2.31)
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Покажем, что

lim J \V\)s\
mdx = 0. (2.32)

Положим для любого s e N vs = minfo^ - <ps, -bs}. Зафиксировав произвольное s e N ,
имеем (Asvs,\>s) = (gs,\>s). Из этого равенства получаем

£ e;(*,t),,VD,)3,.u, {
s i=0 ' J £S li=O

Отсюда, используя (2.13), (2.14), (2.30), (2.31), ограниченность [vs], сильную
сходимость {ф,}, [gs] соответственно к ф, g и слабую сходимость {\)s} к 0, выводим
(2.32). Положим теперь для любого seN ws =max(\)J + 55,ф^}. Имеем Vs e N
ws e Vs и ввиду (2.30)-(2.32) и сильной сходимости {ф̂ } к ф limllw^ -1)̂ 11̂  = 0. Значит,

условие (1.20) выполняется. Теорема доказана.
З а м е ч а н и е 2.2. Теорема 2.2 останется верной, если в определении множеств

Vs, V знаки неравенств заменить на противоположные. Доказательство проводится
аналогично предыдущему.

Отметим, что при условии G-сходимости линейных эллиптических опера-
торов с единой областью определения сходимость решений соответству-
ющих вариационных неравенств с односторонними препятствиями изучалась в
[37-39].

ТЕОРЕМА 2.3. Пусть А - обратимый оператор из Whm(Q.) в (W1>m(Q))* и
последовательность {As} G-сходится к оператору А. Пусть последовательности

ф$, ys e W 'm(Qs) сильно сходятся соответственно к ф, у в W m(Q), a > 0 и вы-
полняется условие

VJ е N ф5 + а «£ \|/s почти всюду на Ц,. (2.33)

Пусть для любого s e N

Vs = {и е w''m(Q s): ф5 =£ и =£ ys почти всюду на Qs],

V = {и € Whm(Cls): ф =£ и « у почти всюду наО.\.

Пусть последовательность fs &{W 'm(Q.s)) сильно сходится к f e(Wl'm(Л))*.
Пусть, наконец, VseN useVs; VseN, V-ueVs {Asus-fs, v-us)^0. Тогда
существует функция и е V такая, что \/veV {Аи - f ,v - и) з* 0; последова-
тельность {us} слабо сходится к и; последовательность {Asus} сильно сходится
к Аи.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего заметим, что в силу (2.33) множест-
ва Vs непустые. Кроме того, из сильной сходимости {ф,}, [\\fs] соответственно
к ф, \|/ и (2.33) вытекает, что ф =£ \|/ почти всюду на Q и, следовательно, V Ф 0.
Для доказательства теоремы достаточно проверить выполнение условий (1.19),
(1.20) для рассматриваемых множеств и операторов. Проверка выполнения
условия (1.19) проводится аналогично изложенному в доказательстве тео-
ремы 2.2. Поэтому остановимся лишь на проверке выполнения условия
(1.20).
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Пусть последовательность gs e(W 'm(Q.s)) сильно сходится к g e A(V). Положим

\> = A~^g, и пусть для любого s e N
1/2

В силу G-сходимости [As] к А последовательность {vs} слабо сходится к г). Отсюда и
из сильной сходимости (ф^Ь [ys] соответственно к ф, \|/ вытекает, что

lim xs = 0. (2.34)

А так как в силу включения и е У для любого s eN mesf* « (mesQ) ( m~ 1 ) / mT s, то и

l immes£*=0. (2.35)

Положим для любого s e N

\)'s = min{\)s - ф,, -т,}, \>* = тах{и5 - ys, xs}.

Из очевидных равенств (А/1)5,1)5 ) = (gs,x>s), используя (2.13), (2.14), (2.34), (2.35),

ограниченность [\>s], сильную сходимость {ф }̂, [ys], {gs} соответственно к ф, \|/, g и

слабую сходимость {х>~} к 9, выводим, что

lim J Nx>s\
mdx = 0. (2.36)

Положим теперь для любого j e N

Х 5 =тах{0) 5 ,ф $ -т 5 }, x>s =mm{xs,ys +zs}.

Используя сильную сходимость {ф^}, {v(fj} соответственно к ф, \|/и (2.34)-(2.36),
устанавливаем, что

lim II x>s-vs\ \s = 0. (2.37)

В силу (2.34) найдется s0 e N такое, что Vs>s 0 T s < a / 2 . Положим для

s=£s0 ws =<$s, а для s> s0

2т ^ 2t

^ a J a
Используя условие (2.33), получаем, что для любого i £ N wse Vs, а используя
ограниченность последовательностей {фД {vs}, (2.34) и (2.37), находим, что
limllvVj - i)slls = 0. Значит, условие (1.20) выполняется. Теорема доказана.
S-»oo

Другие результаты о сходимости решений вариационных неравенств с операторами
As можно получить, используя теорему 1.2 и примеры 1.1,1.2. В связи с этим приведем
пример выполнения условия (1.26).

П р и м е р 2.1. Пусть выполняется условие (2.15), для любого s e N ф^ -

функционал на Wl'm(£ls), ф,(и)=1Ы1£, (ие W1>m(Q,)), ф - функционал на Whm(£l),

ф(м)= J b\u\m dx (ueW >m(Q)). Тогда если последовательность u s e f f 1 ' ™ ^ ) слабо
a

сходится к и е Wlm(Q.), то lim Ф5(г){) = ф(и).
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2.6. Определение сильной G-сходимости операторов As. Введем операторы Tis.

Если i е {0, 1,... , и], s e N, то Г ( > - оператор из Whm(Q.s) в Lm (Q.) такой, что для

любой функции и е W'm (Cls)

= a'i(x, u(x), Vii(jt)) при х е Q,,

(Tisu)(x) = О при х е Q \ Q,.

Далее понадобятся еще такие обозначения: 9Л- множество всех каратеодориевых

функций а на й х R х R" таких, что для любых (peLm(Q), \j/e(Lm(Q))"

а(-,ф(-),\|/(-)) е £"" (Л); Л/ш+ - совокупность всех отображений множества {0, 1,..., и}

в М; если aefW B + 1 , г е (0,1,...,и}, то а,- = a(i); если аеМп+ ,то А- оператор из

в (W1 > m(i2))* такой, что для любых и,х>е Whm(Q) имеем

£2 l i = l

О п р е д е л е н и е 2.1. Пусть а е Мп+ , причем оператор А обратим. Будем гово-

рить, что последовательность {As} сильно G-сходится к оператору А, если последо-

вательность [As] G-сходится к оператору А, и из того, что ueW'm(Cl), VseN,

fs e(Wl'm(Qs)) и последовательность \fs) сильно сходится к Аи, следует, что для

любого iе{0,1,...,п] Tis(Л;1/,)-»а,-(•,«(),VM(-)) слабо в Lm>(п).

Данное определение является аналогом определения сильной G-сходимости эллип-
тических операторов с единой областью задания [4, 9].

В следующем пункте устанавливается ряд вспомогательных результатов, которые
затем используются при доказательстве теоремы о выборе из последовательности
{As} сильно G-сходящейся подпоследовательности.

2.7. Операторы A^'v, Г^'¥ и некоторые оценки для функций, связанных с операто-

рами A*'v. Если ф е 1 т ( О ) , ye(Z,m(Q))", seN, TO Aj'v оператор из Whm(us) в

(W >т(£2у)) такой, что для любых и,х> е W 'm(£ls) имеем

(As' и,ь)= J

Л,т,
если ф е Lffl (О), V е (Lm (Q))", i е {0,1,..., n}, J € N, то Г?; v - оператор из W1'"1 (П 5) в

, что для любой фу

= а\ (х, <p(jc) + и(х),

Lm (Q) такой, что для любой функции и е W]'m (D,s)

при д: е Qj,

(r?fu)(x) = 0 при д; е Q \ Q,.

Введем еще такие обозначения: если ф е Lm (Q.), \j/ e (Lm (£2))", 2 - открытое мно-

жество в R", QczQ, то
l/m

НфПе= J kpf A , llv|/lle= J
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Далее, через с„ i = 1, 2,..., будем обозначать положительные постоянные, завися-
щие только от п, т, т\, mi, с, V и mes Q.

Всилу(2.13)длясреГ"(П), ye(Lm(Q))n, s&N

t^cXm^, (2.38)

а в силу (2.11) и (2.12) для q>eLm(Q), \|/e(Lm(Q))n, seN, и, D s W u ( n s )

, , Г ^ И в - ^ И Г , (239)

(l+lliill, -HIDII, )m"m2llu -ulC 2 . (2.40)

Из неравенств (2.39), (2.40) вытекает, что операторы Aj' v обратимы.

ЛЕММА 2.1. Пусть <peLm(ft), \|/e(Lm(&))", 5eN, / ,ge(W 1 > m (^))* ,

= (А^)-1/, Ъ = (АГТ1

8. Тогда

S ; £ ' + 1 ) B \ (2.41)

^ 5 ; (II/IL,+1). (2.43
Lm (ft)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оценку (2.41) устанавливаем, используя неравенства
(2.40) и (2.38). Из (2.40), (2.41) и аналогичного неравенства для г) выводим неравен-
ство (2.42). Наконец, используя (2.13) и (2.41), получаем (2.43). Лемма доказана.

ЛЕММА 2.2. Пусть <p,yeLm(Q), y,\j/e(Lm(Q))", seN, /e(W l m (Q. s ))* ,

« = (АГ)-7, S = (A*-V/. Тогда
4»,̂  -*-^ф,ф)"12т'С11Пи^+1)т'С11ф-фМо+Пх|/-х|]П112)"1Ч (2.44)

^\\аГ, (2.45)

где т = •
т т2 - 1

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оценку (2.44) устанавливаем, используя неравенства
(2.11) и (2.41). Из очевидного неравенства

< А*'*и - Af- *и, и - й) «II А'^и - А5

ф'*и1 U, 11 в - Й11,

и неравенств (2.40), (2.41), (2.44) выводим оценку (2.45). Лемма доказана.

ЛЕММА 2.3. Пусть <p^eLm(Q), \|/,vfre(Lm(Q))", seN, / , g e ( W 1 ' m ( ^ ) ) * ,
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m 2 - l
ll/-«ll

Vie {0,1,...,л}

111 ; с- M 1 ; .

(2.46)

' * , * •

(2.47)

' v )Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим й = (A*' v) /. Тогда

Отсюда и из (2.45), (2.42) выводим оценку (2.46). Теперь, используя (2.11), (2.41) и
(2.46), получаем (2.47). Лемма доказана.

ЛЕММА 2.4. Пусть (peLm(Q), vj/€(Lm(Q))n, последовательность fse

е (W l i m(Q s))* сильно сходится к / e ( W ' ' m ( Q ) ) \ VseN и, = (А*> ¥)"'/ ,• Яусть {s,}-
возрастающая последовательность из N и {us } слабо сходится к 9. Пусть Q -

открытое множество в R", Q с £1, w e C°° (Q), причем O ' S w 5 ? 1 в Й и w = 0 на
. Гогда имеем неравенство

ton J (6)f. (2.48)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим для любого s e N

Ы

/Г= J

Используя (2.13) и слабую сходимость {us } к G, устанавливаем, что

l ima, = 0 .

(2.49)

(2.50)

Теперь из (2.49), учитывая (2.50), равенство A^us = fs, сильную сходимость [fs] к /
и слабую сходимость {us } к 0, выводим, что

lim lim I/."I.
s

Пусть F - левая часть неравенства (2.48). В силу (2.14)

F =£ mes c~\hnl's ,

(2.51)

(2.52)

а в силу (2.11) и слабой сходимости [us } к 8
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F mm , (2.53)

где с' > 0 и зависит только от п, т, с. Из (2.51)—(2.53) получаем неравенство (2.48).
Лемма доказана.

ЛЕММА 2.5. Пусть q>,ip e Lm(CI), \|/,vj/e(Lm(ft))", последовательности fs,gse

e(W' (ft s)) сильно сходятся соответственно к f,gs(W' (ft)) , VseN

us = (A*'V)~ fs,vs = (A*'V)~ gs. Пусть {st} - возрастающая последователь-

ность из N и {us }, {vs } слабо сходятся к 0. Пусть Q - открытое мно-

жество в R " , < 2 < = f t , w G C ° ° ( f t ) , j причем O s S w s s l e f t H w = 0 н е ft\<2 •

Тогда

lim

- ф1 \Q +11\|/ - yl IG ] m A . (2.54)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим для любого 5 е N

a, li=i

a, = <^*B l - Af\,(us - vs)W) -1, - /;. (2.55)

Используя (2.13) и слабую сходимость [us }, {\>s } к G, устанавливаем, что lim as = 0.

Используя это-равенство, а также равенства А̂  us = fs, Aj X>S — gs, сильную сходи-

мость [fs], {gs} соответственно к/, g и слабую сходимость {us }, {v>s } к 9, из (2.55)

выводим, что

llmY « Ш\1' I. (2.56)
I—7°° Г—?°°

Пусть F — левая часть неравенства (2.54). В силу (2.11), (2.12), слабой сходимости
{us }, {x>s } к 6 и леммы 2.4 получаем

. . т т
\m2~m) г -1

т 2 \ Ш р (2.57)

; ^ ^ е | | / 1 1 е ] т > т . (2.58)
t—>°°

Из (2.56)-(2.58) получаем неравенство (2.54). Лемма доказана.

ЛЕММА 2.6. Пусть ф е Ь т ( О ) , \|;e(Lm(Q))", последовательность fs e

€(W1'm(ftJ))* сыльмо сходится к f &{WX'm (ft))*, VseN м, =(Af' v )"'/,• Яусть {5,} -
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возрастающая последовательность из N и [us } слабо сходится к 9. Пусть еще

1€{0,1,...,и}, FeLm\a)u

Пусть, наконец, Q — открытое множество в R", Q cz Q, w e Lm(Q). Тогда

\Fwdx c,2[%i¥(e)]m"1llwlle.

(2.59)

(2.60)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим для любого е > 0 Q{t) = [xe Q: d(x, dQ) э= е}.

Ясно, что при некотором £д>0 б ( е о ) ^ Ф- Пусть е - произвольное число из
промежутка (0, е 0]. Для любого s e N через as обозначим интеграл от функции

(T^vus )w по множеству <2(е). В силу условия (2.59)

lim a S ( = J Fwdx. (2.61)
'^°° ' G(e)

Пусть v - функция из C°°(Q) такая, что 0 =s x> =£ 1 на Q, D = 1 на б(е), v = 0 на
Q\int Q(s/2). Используя (2.13), для s e N получаем

llwllg.

Используя это неравенство, слабую сходимость {us } к 9, лемму 2.4 и равенство (2.61),

устанавливаем, что

J Fwdx

Переходя в этом неравенстве к пределу при е —» 0, получаем неравенство (2.60).
Лемма доказана.

ЛЕММА 2.7. Пусть <р,феЬт(П), V|/,vfr s(Z.m(Q))", последовательности

'm 'm(fs,gse(W 'm(£ls)) сильно сходятся соответственно к f,ge(W 'm(Qs)) , VseN

Mj=(A* ) / s , г>5=(А* ) gs. Пусть {s,} - возрастающая последовательность из

N м {и5 }, {\)s } слабо сходятся к 9. Пусть еще i е {0,1,..., n}, F,F e Lm (Q) м

r S X - > F , Г ^ -» F слабо в Lm (ft).

Пусть, наконец, Q — открытое множество в R", Q <zQ,w в Lm(Q). Тогда

(2.62)

(2-63)

где т" = тхт I т'.
Доказательство проводится аналогично доказательству предыдущей леммы с

использованием условия (2.62), неравенства (2.11), лемм 2.4 и 2.5.
Введем обозначения: если Е, е R, r| e R", i G {0,1, ..., и}, s G N, TO

n т а к о в Ь 1 > ч т о
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\|/(JC) = r|; если у е R", / е N, то

. 1
: Ц.-у.-К—, * = 1 «1.

21 J
ЛЕММА 2.8. Пусть ^ ' G R , \],r]'eRn, последовательности fs,gs e(Whm(Q.s))*

сильно сходятся соответственно к /,g е (Wl'm {Q.))*, Vs e N

Пусть {s,} — возрастающая последовательность из N и {us }, {v>s } слабо сходятся

кв. Пусть для любого ie {0,1,-. -,п}, F^Ffel^'iQ.) и

Г&^Ъ' T^bSi-^F{ слабо вЬт\п). (2.64)

Тогда почти всюду на Q

г\\) . (2.65)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть у е £1, и, v - функции на Q такие, что Vx e £1
и(х) = % + (х - у, ц), v(x) = %' + (х - у, г)'). Возьмем l0 e N такое, что Qt (у) с Q, и

зафиксируем произвольное / е N, / > /0 + 2. Пусть w - функция из C°°(Q) такая, что
OsSw=£ 1 на Q,w = 1 на Q/(j). w = 0 на flNQ/.^}1). Положим для любого

ws=us-vs+qs(u-v),

= \

С п о м о щ ь ю н е р а в е н с т в а ( 2 . 1 2 ) у с т а н а в л и в а е м , ч т о д л я л ю б о г о s e N

=11и, — -

1

Г + J

Отсюда, используя (2.5), слабую сходимость {us }, {\>s } к 9 и лемму 2.4, выводим

неравенство

ГШ (2.66)

где h = 1+1 £1+1 £'1+1 Г(1 +1 ri'l, a = Г lim JI Wws \mwdx.
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Используя лемму 2.4, предложение 2.2, условие (2.2) и слабую сходимость
{ws } к и - х>, находим, что

Отсюда и из (2.66) вытекает, что

т w

ln]imls f2 ^clsh
m2 (\^-^\+\ц-ц'\)т-с19к

тГХ. (2.67)

Далее, пусть Ф - функция, стоящая в левой части неравенства (2.65). Используя
слабую сходимость \us }, {\)s } к 9, сильную сходимость \fs], {gs} соответственно к/, g

и (2.64), устанавливаем, что последовательность {Is } сходится к интегралу по Q от

Фм>. Тогда, учитывая (2.67), получаем, что если у - лебеговская точка функции Ф, то

А поскольку множество всех лебеговских точек функции Ф имеет полную меру, то
почти всюду на Q имеет место неравенство (2.65). Лемма доказана.

2.8. О выборе из последовательности {А,} сильно G-сходящейся подпоследователь-

ности. Введем обозначение: если ае!Мп+ , (peLm(Q), \)/6(L'"(Q))", TO A < f W - опе-

ратор из W1>m(Q) в (W1>m(Q))* такой, что для любых и,ье WUm(u)

Положим еще т^ = m'm".
ТЕОРЕМА 2.4. Существуют возрастающая последовательность j s , ) c N и

,л+1

о ем такие, что выполняются условия:
1) для почти всех х е Q и любых \, ^' е R, ц, r\' e R" имеем

I I а,-(*, 0,0)1= 0, (2.68)

I 1а,.(х,^л)-а,(х,Г,лТ'<с20(1+1^1+1^1+1л1+П1'1)т"тз(1^-Г1+1г1-Г1'1)тз, (2-69)
;=о

о
1=0

> с1 4 (1+1 §1 +1 ̂ '1 +1 nl +l ti'l Г " " 2 О 4 - S'l +1Л - Л'I Г 2 ; (2-70)

2) еслы ф е Lm(Q), \|/ е (Lm(Q))", и е W1 > m(n), последовательность fs e (Whm(ns))*

сильно сходится к Аф'¥м, для любого s eN м{ = (Aj'v)~ /S, т о последовательность

{us } слабо сходится кии для любого i 6 {0, 1,..., п)

Г * \ -> а,- (•, ф(-) + "(О, V(-) + Vii(-))

слабо в Lm'(Q).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Я - счетное всюду плотное множество в Lm(Q),

Нп — счетное всюду плотное множество в (Lm(Q))". Применяя к последовательностям

{А5

Ф>¥}, ф е Я , \ |/еЯ л теорему 1.3 (это возможно в силу (2.38)-(2.40)) и исполь-
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зуя оценки (2.43), (2.47), устанавливаем: существуют возрастающая последователь-

ность {s,} с N, обратимые операторы &4>v: Wl'm(Q.)—>(Wl'm(Q.)) и операторы

Yf'v: W1 'm(Q)-»L" I '(Q) (<реЯ, \|/еЯ„, ге{0,1 п}) такие, что выполняется

следующее условие:

если ф е Я, \|/ е Я л , « e f f >m(Q), последовательность fs e (W 'm(Qs)) сильно схо-

дится к fe4>'vM, для любого s e N us= (A*'v)~ fs, то последовательность {м5 } слабоfs,
сходится к и и для любого i е {0, 1,..., и} Tf's

vus -» у^'^м слабо в Lm (Q). (2.71)

Пусть ф . ф е Я , у . у е Я , , , ме JV1>m(i2). И
ловие (2.71) и предложение 1.5, находим, что

Пусть ф . ф е Я , у . у е Я , , , ме JV1>m(i2). Используя оценки (2.38)-(2.40), (2.44), ус-

где K = inf-|supllpJL : {р.}е!Р>, сс = — —̂ - • Кроме того, взяв произвольные / е

6 {0, 1 л}, w e Lm(ii) и используя (2.38Н2.40), (2.71), (2.72) и предложение 1.5,
получаем

J

(2.73)

Из (2.72) вытекает, что если фе£ т(£2), уe(L m (Q))" , меИ^ 1 > т (П)и { ф ; } с Я ,

ф ; - 4 ф в Lm(i2), {^ ; }сЯ„, \|/;--»\(/в (Lm(Q))rt, то последовательность {A9-''y/jи}

сильно сходится в (W ш ( й ) ) к некоторому элементу, который не зависит от самого
выбора последовательностей {ф7} с Я, {\|/̂ } с Нп, сходящихся к ф, \|/ соответственно

в Lm(Q) и (Lm(£2))". Поэтому для фе!/"(£1)и \(f e (Lm(Q))" можно определить

оператор В^ из ^ ' т ( £ 2 ) в (W1 > m(Q))\ полагая для и G Whm(Q.)

где {ф ; }сЯ, ф у - > ф в Lm(£2), ( ^ ) с Я л , ^ . - > ¥ в (Lm(Q))".

Аналогично, учитывая (2.73), для ^eLm(u), \|/e(Lm(Q))", i е{0,1,...,я} можно

определить оператор Г^'¥ из Whm(U) в Lm (Q), полагая для и е W l m (Q)

где {ф;}<=Я, фу -»ф в£ т(£2), {\|/;}сЯл, \)/7 ^ \ / в (Lm(Q))", w-lim означает сла-

бый предел в Lm (Q).

Теперь, используя условие (2.71), лемму 2.3 и определение операторов В ф ' ¥ , Г^,

устанавливаем, что выполняется условие:
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eora<peLm(Q), \|/e (Lm (Q))", ueWhm(Q.), последовательность fs e(Whm(Q.s))*

сильно сходится к В^'^и, для любого J G N US = (A*'4') fs, то последовательность

{us } слабо сходится к и и для любого (' е {0, 1,..., л) Г?^и3 -» Tf'^u слабо в

Lm'(Q). ' (2.74)

Далее, пусть для ie {О, l,...,w}, ^ e R , цеК" а.^^ = r * ' v 0 , где q>eLra(Q) и

\|/e(Lm(Q))n таковы, что Vxei l ф(л) = ^, \|/(;с) = Г|; ^.« - множество всех ле-

беговских точек функции ос; j _. Пусть еще Я- счетное всюду плотное множество в

R x R " , (0,0)е#"; для любого is {0,1,..., и}

ч . ч
i=0

Используя условие (2.74) и лемму 2.7, получаем, что для / е {0, 1,..., п}, £,, %' е R, х\,

Отсюда следует, что если /е{0,1,...,и}, уе%, (^ , t l ) sRxR", VfceN {i,k,r\k)&9{ и

(^,Т1А) -»(^,"П) в R x R " , то последовательность {а(.р (>>)} сходится к некоторому

числу, которое не зависит от самого выбора последовательности ( ^ , ц к ) е Я, сходя-
щейся к (^, Г)). Учитывая этот факт, определим для любого / е {0, 1,..., п] функцию
Р, на Q х R х R", полагая

Р/(У.§.Л)=1ипа., (у),

если (y,x,t])e% x R x R " (здесь (Е,к,цк)е Я, (^ ,Л*)-»(^Л)) и Р,-(у.^Л) = О, если

Используя условие (2.74), соотношения (2.10)—(2.12) и включение (0, 0) е Л",

устанавливаем, что для любых i s (0, 1,..., и) и ye%i P1(y,O,O) = O. Кроме того,

используя (2.75), получаем, что для i е {0, 1,..., л), у е %r \X e R. Л> л ' е R"

Установленные свойства функций р, позволяют заключить, что Vi е {0,1,..., п) Р( е 51/.

Пусть теперь аеМп*\ причем Vie{0,1,...,,л} а{ =Р,.. Ясно, что для любого х е Q
справедливо равенство (2.68), а для любых х е %,%,%,'& R, Т), r|' e R" справедливо
неравенство (2.69). Кроме того, в силу условия (2.74) и леммы 2.8 для почти всех
« С и любых £,, £' е R, r\, r\' e R" имеет место неравенство (2.70). Таким образом,
выполняется условие 1).

Из определения а, и неравенства (2.75) вытекает, что если i е {0, 1,..., л}, \ е R,
Г) е R", y e ' ^ n ' g . ^ , то а!(у,%,,ц) = а1^1](у). Используя этот факт, условие (2.74),

лемму 2.7, неравенство (2.69), устанавливаем, что для любых (peLm(Q),

\|/e(Lm(Q))", ueWhm(u), i e{0,1,...,л}

гч>+ м,v +v«e = ^ ^ q>(.) + «(•), VO) + V«(-)) почти всюду на Q. (2.76)
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Заметим еще, что в силу условия (2.74) для любых (peLm(£2), \ |/e(Lm(i2))n ,

(B4'-Wu,w)= £ J (r^u)diWdx. (2.77)
(=0 £2

Пусть теперь <p e Lm(Q), \y e (Lm(£2))n, u e Wll("(fl). Покажем, что

e9 '¥ii = A * V • (2.78)

V i e {0, l , . . . ,n}

r ? ' v « = а,(-,ф() + м(),\|/() + V M ( ) ) ПОЧТИ всюду на П. (2.79)

Прежде всего заметим, что в силу (2.69) и (2.70) оператор Л ф ' ¥ обратим. Положим

D = (A4>'V)~1(B4>'V«). Применяя (2.77) к(р + и , | + V\), Э и произвольной функции

w e W 'm (Q), а затем используя (2.76), устанавливаем, что

/ (2.80)

ельность fs e(W 'm(Gls)) , сильно сходящу
^и, и положим для любого s Е N

Возьмем какую-нибудь последовательность fs e(W 'm(Gls)) , сильно сходящуюся к

Легко видеть, что
VseN « s = ^ - ^ . (2.81)

Из условия (2.74) вытекает, что последовательность {\>s } слабо сходится к и и

Vie {0, 1,...,л}

r?*vSi -» Г^¥м слабо в Lm'(Q). (2.82)

Кроме того, из определения 1), равенства (2.80) и условия (2.74) следует, что после-
довательность {us } слабо сходится к 9 и Vi e {0, 1,..., п)

r £ ; u ' v + V X -» r^+1) 'v+Vue слабо в Lm'(Q). (2.83)

Из установленной сходимости последовательностей {MS }, {\>s }, (2.81) и (2.4) выводим,

что и = г>. Отсюда и из определения х> получаем (2.78). Наконец, используя (2.81)—
(2.83), (2.76) и равенство и = г», получаем (2.79).

Теперь из условия (2.74) и (2.78), (2.79) выводим, что выполняется условие 2).
Теорема доказана.

Из теоремы 2.4 вытекает следующий результат.
ТЕОРЕМА 2.5. Существует возрастающая последовательность ( s ( } c N и

ае.М такие, что оператор А обратим и последовательность {As } сильно

G-сходится к оператору А.
Используя эту теорему, получаем такой результат.

ТЕОРЕМА 2.6. Пусть А - обратимый оператор из w' ' m (Q) в (WU m(Q))* и
последовательность [As] G-сходится к оператору А. Тогда существуют функции

а(- € iW, i = 0,1,..., и, такие, что для любых и, и € W 'm (Q)

£ а,.(д:,и,
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2.9. Усреднение операторов As в периодическом случае. Пусть re(0,1),

n = Gj(0)\5(0,r/2), для любого ie {0, 1 п] Q1 ={хеЩ(0): *,=-1/2}, е' -

орт /-го направления в R". Через W'* (П) обозначим замыкание в W 'т (П) множества

всех функций м е С ( П ) , удовлетворяющих условию: для любых ie ( I , . . . , n] и

xeQ' и(х) =
Из неравенств (2.11), (2.12) и результатов [35] о разрешимости уравнений с

монотонными операторами вытекает, что если (y ,^ ,Ti)e i ixRxR n , то существует

единственная функция и * e И^ г

т(П) с нулевым федним значением по П такая, что

(2-84)VD е Wg(П) | {£ а](у,$,i\ + V« 5 )дЛах = 0.

Далее будем предполагать, что для любых х, у е Д £ e R , TieR" имеем

£ \а](х,?„ц)-а}(у&Т])\Щ1(\х-у\)(1+\?,\+\т)\)т-\ (2.85)
i=0

где |j, - неубывающая непрерывная в нуле функция на [0, °°), JLL(O) = 0. Используя

(2.11)—(2.14), (2.84), (2.85), устанавливаем, что существует aeftf" такое, что для

любых / е {0, 1,..., п] и (;y,i;,T|)eQxRxR''

а,, (у, £, л) = J «J (У, ̂  Л + V«,itT1 )dx. (2.86)
n

Положим для любого s e N

ТЕОРЕМА 2.7. Пусть выполняются условия: для любого s е N {л:̂ : j е Js] = Z s ;

для любых s е N л' е /5 r!

s =rl {2s)\ для любых s е N м г е {0, 1,..., п} а* =аг Тогда
оператор А обратим и последовательность {As} сильно G-сходится к оператору А.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы 2.4 можно считать (переходя, если нуж-

но, к подпоследовательности), что существует Ъ е Мп+ такое, что оператор В обра-

тим и выполняется условие:

если ф е Lm(Q), \j/ e (Lm(Q))", и е WUm(u), последовательность fs e (W l i m(Q s))*

сильно сходится к В^и, для любого s eN us = (Af'w)~l fs, то последовательность
{us} слабо сходится к и и для любого i е {0, 1,..., п}

Yl?us -» fc.(., q>(.) + и(-), VO + VB(-)) слабо в Lm'(Q). (2.87)

Пусть (у, £, Т1) - произвольная тройка из Q x R x R " , ф е Ь т ( П ) , V|/ e(L m (Q))",

причем Vx e Q ф(х) = ^, V|/(x) = q. Возьмем последовательность / s e(Wlim(£2s))*,

сильно сходящуюся к B^'^Q, и положим для любого .veN м̂  = ( A j ' v )~'/^- В силу
условия (2.87) последовательность [us] слабо сходится к 9 и

Vie{0,1,...,и} Г?;\-»& 1 .(-Д,л)слабов£' я (Д). (2.88)

Положим для любого s e N Z° = { z e R " : sz; 6 Z, i = l,...,n], и пусть м - - про-
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должение функции и . на Qi(0), принадлежащее W 'm{QX (0)); для любого s e N ws -

функция на R" такая, что ws(x) = s~ п « (s(x-z)), если * e Q s ( z ) , z e Z s ; w, -

сужение ws на £2 .̂ Для любого j e N имеем w s e f f ' т ( Ф Д Нетрудно проверить, что

последовательность {ws} слабо сходится к 0.

Возьмем произвольное натуральное число / 5= 2 такое, что (2/_i (>0 с: Q, и функцию

%е CQ(R") СО свойствами: 0 =£ % =s 1 в R", % = 1 на СО»), х = 0 на R" \ е м ( у ) .
Используя (2.84) и слабую сходимость {us}, {ws} к 8, устанавливаем

lim J
L«=i

Отсюда и из равенства Af'vus=fs, используя (2.12), (2.85) и слабую сходимость

{us}, {ws} к Э, выводим

lim J I V W . - V I I , ! " Л>в0(Г") . (2.89)

Заметим еще, что в силу (2.85), (2.86)

lim J e J ^ Ю(Г"). (2.90)

Из (2.88)-(2.90) выводим, что для любого / е {0,1,...,я}

lim/" J bi(x,%,v\)dx = ai(y,£,,'(\).
1~*°° а (у)

Полученный результат позволяет заключить, что если i e {0,1,...,я}, то для почти

всех у е Q и любых ^ e R , T)eR" bi(y,Z,,T\) = ai(y,Z),r\). Тогда А = В и, значит,
оператор А обратим. Кроме того, из условия (2.87) вытекает, что последовательность
[As] сильно G-сходится к оператору А. Теорема доказана.
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