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	���� �	��������� ������ f ��������	��������
 fm ������	��������3 ���������
���� 
�	��	W 1,n

loc

� ���6�
�
 �
�	�	�
��
 K0(x, fm) ≤ K(x) ∈ Ln−1
loc �������� ���������
���� 
�
 ����������� s��


f � ���������
�� 
�	��	 W 1,n
loc , �� �	
�� K0(x, f) ≤ K(x) ����

@�	#��D& ��(��Y�*� ������ ��	!0 	����$���&*� # ���$�����&� @���$ D 7 ������$
# Rn, n ≥ 2� ��! ������"��	! f : D → Rn0 	&�3+�'� # D  ����*� ���	�#���*� �� �	
#�3�� 4��#�50 ����$ f ′(x) 7 !(��	�#� &���	/� ������"��	! f # �� (� x, J(x, f) 7 !(��	��
������"��	! f # �� (� x0 ���� �����&	���� f ′(x)� � ���$�����&

|f ′(x)| = max
h∈Rn\{0}

|f ′(x)h|
|h| (1)

7 &���	 ��! ���&� f ′(x)� ����� �� ��(��� mesA ���� ��� n%&����3 &��� .���'� 	�&�%
�	&�'� &��"���#� A ⊂ Rn.
�$'@$11 %,����5,1 ������"��	! f # �� (� x ���$ #��	 	��

KO(x, f) =
|f ′(x)|n
|J(x, f)| , (2)

���	 J(x, f) 	= 0, KO(x, f) = 1, ���	 f ′(x) = 0, 	 KO(x, f) = ∞ # �����$�*) �� (�)�
<�&��	&0  �� '�&��&��2	�&* (����� ,�����#� W 1,n

loc # Rn, n ≥ 20 �� �	 #�3��
�	22����/	���&* 	 ������3� (N)−�#����#�& .��	��0 �&� [11]− [12]. 
��&� ��'�0 ���	
K0(x, f) ∈ Ln−1

loc , �� f
−1 ∈ W 1,n

loc , �&� [3], � ����&� f �������� (N−1)−�#����#�&0 (������
8(#	#������� ����#	30  �� J(x, f) 	= 0 ��#�0 �&� [13].

� ���$�����& &* 	����$���& �2��	 ��(�3 4)�����$��35 &���	(� h(x, y) = |π(x)−
π(y)| # ����	�����& ����������#� Rn = Rn

⋃{∞}, '�� π 7 ������'��2	 ��(�! ����(/	!
Rn �� �2��� Sn(1

2
en+1,

1
2
) # R

n+19

h(x,∞) =
1√

1 + |x|2
, h(x, y) =

|x− y|√
1 + |x|2

√
1 + |y|2

, x 	= ∞ 	= y. (3)

������� �� @���$ fm : D → Rn, n ≥ 2, �������#����$����$ '�&��&��2	�&�# (�����
W 1,n

loc 0 ��(�!  �� fm → f 	≡ const ��	 m → ∞ ��(��$�� ��#��&���� # D. B��	 f ∈ W 1,n
loc

	 ��! ��#� x ∈ D

K0(x, fm) ≤ K(x) ∈ Ln−1
loc (D), (4)
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�� f 7 '�&��&��2	�& 	 ��! ��#� x ∈ D

K0(x, f) ≤ K(x). (5)

����� �� @���$ fm : D → Rn, n ≥ 2, m = 1, 2, . . . , 7 �������#����$����$ '�&��%
&��2	�&�# (����� ,�����#� W 1,n

loc (D), �)��!+�!�! ��(��$�� ��#��&���� ( ��(�����&�
������"��	3 f : D → R

n. B��	 ����#	� (4) 	&��� &����0 �� f �	�� '�&��&��2	�&0 �	��
f ≡ const # D�

���������	
��� 8���� )� 
�( ��(��$�� ��#��&���*� ������ ������*#�*) ����%
��"��	� fm, ������"��	� f ������*#��� @���$ f �� ��"����#���� �����!��� # D�

@�(�"�& ��� ���0  �� f 7 �	�(������ ������"��	�� @�������"	& ����	#���� A�%
'�� ����D��! �� (� x0 ∈ D 	 �������#����$����$ xk ∈ D, xk 	= x0, k = 1, 2 . . . , ��(�!
 �� xk → x0 ��	 k → ∞, � f(xk) = f(x0). J�&��	&0  �� &��"���#� E0 = {x ∈ D :
f(x) = f(x0)} ��&(���� �� ������*#����	 f 	 �� ��#������ � D, ��(� f 	≡ const. @�%
8��&� x0 &�"�� ��&��	�$ ��	���	��#����� '���	 ��� �� (�� E0. A�(	& ������&0 ���
�'���	 ��	! ��+����	 �����"���	�0 &�"�� � 	���$0  �� x0 = 00 fm(0) = f(0) = 0,
B(0, 1) ⊂ D 	0 (��&� ��'�0 ����D��! )��! �* ���� �� (� y0 ∈ B(0, 1), '�� f(y0) 	= 0. �
�	�� ������*#����	 )�����$��� &���	(	0

h(fm(0), 0) ≥ ε0/2 , m ≥M, (6)

'�� ε0 = h(f(y0), 0) > 0. @� A����&� ;�� 	� ��� f−1
m ∈ W 1,n

loc , � ��'�� �� ,�����#	3
��� # ������ ���� ������"��	! fm !#�!3��! Q 7 '�&��&��2	�&�&	 � Q(x) = Kn−1(x).
@�	&��!! ( ������"��	!& fm .�&&� 	� kM�Y�* ����0 ���� ��&0  �� ��! #��) x ∈ B(0, r)

	 r = min{ |y0|
2
, 1 − |y0|}

|fm(x)| ≥ ψ(|x|) , m ≥M, (7)

'�� ψ 7 ����'� #�������3+�! 2��(/	!0 ψ(0) = 0, (�����! ��#	�	� ���$(� �� ���&*
K # Ln−1(B(0, 1))0 n 	 ε0. @���)��! # ��������& ����#����#� ( ������� ��	 m → ∞0
���� ��&

|f(x)| ≥ ψ(|x|). (8)

A�(� xk → 0 ��	 k → ∞0 �� ��	 k ≥ k0 	&��&0  �� xk ∈ B(0, r)� @�8��&� ��'�����
����#����#� 4?5

|f(xk)| ≥ ψ(|xk|), k ≥ k0.

<���(�0 �� ����#	3 f(xk) = f(0) = 00 ��(��� 	&��&  �� ψ(|xk|) = 0 ��	 #��) k ≥ k00  ��
����	#��� 	� ����'�&� #��������	3 2��(/		 ψ. @��� ����� ����	#��� 	� '�#��	� �
��&0  �� f �	�(������

@�(�"�& �����$0  �� f 	�_�(�	#�� # D� @�������"	& ����	#���0 � 	&����0  ��
��+���#�3� x1, x2 ∈ D, x1 	= x2, � f(x1) = f(x2)� @���$ x2 	∈ B(x1, t) ⊂ D ��	 t ∈ (0, t0].
A�'�� fm(∂B(x1, t)) �����!�� fm(x1) �� fm(x2) 	

h(fm(x1), fm(∂B(x1, t)) < h(fm(x1), fm(x2) . (9)

@���$ ������!�	� h(fm(x1), fm(∂B(x1, t)) ����	'����! �� 8��&���� xm,t ∈ ∂B(x1, t)0 ����0
h(fm(x1), fm(∂B(x1, t)) = h(fm(x1), fm(xm,t)). @��(��$(� '���	/� ���� # Rn !#�!���!
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(�&��(��*& &��"���#�&0 ����D��! ����������#����$����$ xmk,t → xt ∈ ∂B(x1, t). @�%
�(��$(� ��(��$�� ��#��&����! �)��	&���$ ������*#�*) 2��(/	� # &���	 ��(�& ���%
�������#� #�� D� ������*#��3 �)��	&���$0 �&� ��;�0 A����&� �0 ��k�

�0 ���� ��&0  ��
h(fmk

(xmk ,t), f(xt)) → 0 ��	 k → ∞� >� ��'�� � � D��& ����#����#� 4�5 	&��&0  ��

h(f(x1), f(xt)) ≤ h(f(x1), f(x2)).

A�( (�(0 �� ��������"��	30 h(f(x1), f(x2)) = 00 �� 	� ��������'� ����#����#� �������0
 �� f(xt) = f(x1)0 ��! #��) t ∈ (0, t0]0  �� ����	#��� 	� �	�(�������	 ������"��	! f �
>�����*#����$ �������'� ������"��	! f−1 ������� ��("� 	� 4?5� .�&&� � ��(������ �

���������	
��� ������� )� @���$ f 	≡ const # D0 ��'�� f 7 '�&��&��2	�& ��
.�&&� �� A�(	& ������&0 ����D��! ��(����$0  �� K0(x, f) ≤ K(x) ��#� # D� @� A����&�
� 	� ����0 ������0 ��(� f 7 '�&��&��2	�& (����� W 1,n

loc (D)0 �� f �	22����/	���&� �� �	
#�3�� # D� @�(�"�&0  �� ��! (�"��� �� (	 �	22����/	���&���	 x ∈ D ������"��	!
f 	&��� &���� ���������	�

K0(x, f) ≤ lim inf
h→0

1

hn

∫
C(x,h)

K(y) dy, (10)

'�� C(x, h) 7 n%&���*� (�� �� �������� ��	�* h0 �D��� (�����'� ��	���	��#��* #���$
'��#�*) ���� (#�����	 ��� 2��&* (f ′(x)z, f ′(x)z)� G�� �'���	 ��	! ��+����	 &�"��
� 	���$0  �� x = 0, f(0) = 0 	 f ′(0) 	= 0� @���$ C(h) = C(0, h), e1, . . . , en 7 '��#�*�
#�(���* �	�����'� ������"��	! f ′(0)0 � λ1, . . . , λn 7 ����#����#�3+	� 	& ����!"��	!0
λ1 ≤ λ2 . . . ≤ λn. A�(� f

′(0) 	= 0, �� λn > 0� �����0

lim
x→0

|f(x) − f ′(0) · x|
|x| = 0

	0 �����#����$��0 ∀ ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 ∀ h ∈ (0, δ) ∀ x ∈ C(h)

|f(x) − f ′(0) · x| < hε.

� �	�� ��(��$��%��#��&����� �)��	&���	 fm ( f 	&��& ∀ h ∈ (0, δ) ∀ x ∈ C(h) ∀ j ≥
j0 = j0(h) :

|fj(x) − f ′(0) · x| < hε. (11)

J�&��	&0 �� f ′(0)C(h) =
n∏

i=1

(−λih
2
, λih

2
) 7 ��!&��'��$�*� ����������	���0 ��	 (�����'�

��	���	��#��* #���$ #�(����# ẽ1, . . . ẽn0 '�� ẽ1, . . . ẽn 7 ����#����#�3+�! ����'����$%
��! �	���&� #�(����#0 #(�3 �3+�! #�� #�(���* ẽi = f ′(0)ei

|f ′(0)ei| � ������#*&	 |f ′(0)ei| =

λi 	= 0. <��3��0 # �	�� 4��50 ���� ��&0  �� ��	 j ≥ j0 = j0(h) #�� fj(y) ��"�� # ��!&�%

�'��$��& ����������	����
n∏

i=1

(−(λi

2
+ ε)h, (λi

2
+ ε)h), ��	 (�����'� ��	���	��#��* #���$

#�(����# ẽ1, . . . , ẽn. <��3�� ���� ��&0  �� mes fj(C(0, h)) ≤ hn[|J(0, f)| + ∆(ε)], '��
∆(ε) → 0 ��	 ε→ 0, 	 �� �����&� .���'� � ��(��$��%(��� �*) &���)0 �&� ��=�0∫

C(h)

|J(y, fj)|dy ≤ hn[|J(0, f)| + ∆(ε)]. (12)
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1���&���	& n − 1 7 &���*� (�� C∗(h) � /�����& # ���� 	 ��	��� ����� h0 ��	���	%
��#���*� #���$ #�(����# e1, . . . , en−1. @���$ l(z) 7 ������(0 �k�)��!+	�  ���� �� (�
z ∈ C∗(h)0 �������	(��!��*� C∗(h) 	 ��)��!+	��! #����	 C(h)� @���$ lj(z) 7 ��	��
(�	#�� fj(l(z)). A�(� f ∈ ACL, 	&��&

lj(z) =

h
2∫

−h
2

|f ′
j(z, yn)en| dyn

��	 ��#� z ∈ C∗(h) �����	���$�� (n− 1)%&����� &��* .���'��, ���'�� ������*0 	� 4��5
���� ��&0  ��

lj(z) ≥ λnh− 2hε

��	 ��#� z� @�8��&�
h
2∫

−h
2

|f ′
j(z, yn)en| dyn ≥ λnh− 2hε

��	 ��#� z� C���'�	��! �� z ∈ C∗(h) 	 ��	&��!! �����&� I��	�	0 	&��&∫
C(h)

|fj
′(y)en| dy ≥ hn(λn − 2ε). (13)

�����0 	����$��! 4�
5 	 ����#����#� -D�$����0 ���� ��&9∫
C(h)

|fj
′(y)en|dy ≤

∫
C(h)

‖fj
′(y)‖dy =

∫
C(h)

K
1
n
0 (y, fj)|J(y, fj)| 1

n dy ≤

≤
∫

C(h)

K
1
n (y)|J(y, fj)| 1

ndy ≤

 ∫
C(h)

K
1

n−1 (y)dy


n−1

n
 ∫

C(h)

|J(y, fj)|dy


1
n

≤ h [|J(0, f)| + ∆(ε)]
1
n ·

 ∫
C(h)

K
1

n−1 (y) dy


n−1

n

,

����0

(λn − 2ε)
n

n−1

{|J(0, f)|+ ∆(ε)} 1
n−1

≤ 1

hn

∫
C(h)

K
1

n−1 (y) dy. (14)

�����&�!! ����$ ��� ��� j → ∞, ����& h→ 0 	0 ��(���/0 ε→ 00 ��(�3 ��&0  ��

(K0(0, f))
1

n−1 ≤ lim inf
h→0

1

hn

∫
C(0,h)

K
1

n−1 (y) dy. (15)
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�

�����0 # �	�� 	���'���$��'� ����#����#� C������0 �&���?�0 ����=?0 ��! �3��� #�������%
3+�� #*��(��� 2��(/		 Φ(t) : [1,+∞] → [0,+∞] 	&��&

Φ(K0(0, f)
1

n−1 ) ≤ lim inf
h→0

1

hn

∫
C(h)

Φ(K
1

n−1 (y)) dy.

�*�	��! Φ(t) = tn−1, ���� ��&

K0(0, f) ≤ lim inf
h→0

1

hn

∫
C(h)

K(y) dy.

A�(	& ������&0 # (�"��� �� (� �	22����/	���&���	 ������"��	! f

K0(x, f) ≤ lim inf
h→0

1

hn

∫
C(x,h)

K(y) dy.

@� �����&� � �	22����/	���&���	 ���������D���'� 	���'���� 4�&�0 �����0 ��=�0 ���?�5
	&��&0  �� K0(x, f) ≤ K(x) ��! ��#� x ∈ D� A����&� � ��(������ �

5(���"6���� �� @���$ fm : D → Rn, m = 1, 2, . . . , 7 �������#����$����$ ACL
'�&��&��2	�&�# � K0(x, fm) ≤ K(x) ∈ Lq

loc, q ≥ 1/(n− 1), (�����! �)��	��! ��(��$��%
��#��&���� # D ( ������"��	3 f � A�'�� f ∈W 1,s

loc (D), '�� s = nq/(1 + q) ≤ n.

���������	
���� @��(��$(� fm(x) (����� ACL # D, (�"��� fm 	&��� ��#�  ����*�
���	�#���*� # D, ∂ifm, i = 1, . . . , n. @� ����#����#� -D�$����%F	�(�#�(�'� 	&��&9

‖∂ifm‖Ls(C) ≤ ‖K
1
n
0 (x, fm)|J(x, fm)| 1

n‖Ls(C) ≤

≤ ‖K 1
n‖Lp(C) · ‖|J(y, fm)| 1

n‖Ln(C) ≤ ‖K‖
1
n

Lq(C) · (mes(fm(C)))
1
n ,

'�� C 7 ��&(���*� (�� # D, 1/s = 1/n + 1/p, p = qn. � �	�� ��(��$�� ��#��&�����
�)��	&���	 fm, ������"��	� f ������*#�� 	 �� (	 fm(x) ��	 #��) x ∈ C 	 m = 1, 2, . . .
��"�� # ��(�����& 2	(�	��#����& ���� B ⊂ Rn. @�8��&� mes fm(C) ≤ mesB. <�%
�3�� 	&��&0  �� ∂ifm ��	 #��) i = 1, . . . , n ��#��&���� �'���	 ��* # Ls(C), � ��� 	�
�������#����$����$ fm �'���	 ��� # ����������#� W 1,s(C)� @�	&��!! ��&&� ��� # ����0
���� 
��0 ���� ��&0  �� f ∈W 1,s

loc (D)� @�����"��	� � ��(������ �
����
���� �� <�&��	&0  �� # ��� �� n = 2 �����' A����&* � �*� ��(���� # ������

�
�� ��	 ����� ����*) ����#	!)0 (�'�� fm ∈ ACL, m = 1, 2, . . . � <�&��	& ��("�0  ��
���	 K(x) ∈ L1

loc(D), �� fm ∈W 1,1
loc (D), m = 1, 2, . . . 0 	 f ∈W 1,1

loc (D).
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